1. Nokkur algeng talnamengi

N = {1,2,3,4,... }er mengi nattarlegra talna. Nattarlegu tolurnar skiptast i frumtélur og
samsettar tolur ad télunni 1 undanskilinni sem er hvorki frumtala né samsett tala.
Frumtolurnar eru paer télur sem bara 1 og talan sjalf gengur upp i. Tiu fyrstu frumtélurnar
eru {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29 }. Ef tala er hins vegar samsett pa er heegt ad finna
a.m.k. prjar télur sem ganga upp i henni. T.d. ganga 1, 2, 3 og 6 upp i t6lunni 6 sem er
samsett tala.

z={.-3,-2,-1,0,1,2, 3,.. }er mengi heilla talna. Heegt er ad gera sér mynd af
télunum med pvi ad merkja paer inn & talnalinu.

Talan 0 er merkt einhvers stadar a linuna og talan 1 haegra megin vid 0. P& er buid ad
akvarda hver lengdareiningin er. Adrar tolur er sidan haegt ad merkja inn i steekkandi r6d
fra vinstri til haegri sem er stefna talnalinunnar.
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Q er mengi raedra talna en raedar tolur eru allar paer télur sem haegt er ad rita sem almenn

brot . Hér eru nokkur deemi um raedar tolur: i , _—42 , E % . Allar heilu t6lurnar eru

7 1 -571
reedar tolur pvi haegt er ad rita paer sem brot.
Til deemis er 9 :37? og —-12= _T% . Oll endanleg tugabrot eru lika raedar tolur. Til deemis
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Pegar almennu broti eru breytt i tugabrot (med pvi ad deila nefnaranum upp i teljarann)
feest annad hvort Ut endanlegt tugabrot eda éendanlegt tugabrot sem kallast lotubundid

tugabrot. T.d. er % =0,25 en % =0,333... og % =0,14285714287142857...

er 23=23 o9 5283
10

Sagt er ad tugabrotid 0,333... séu lotubundid med lotuna 3 og tugabrotid
0,142857142857... sé lotubundid med lotuna 142857. Til ad takna ad tugabrot sé

endalaust og lotubundid er notad strik yfir lotuna p.e. 0,333... er ritad 0,3 og

0,142857142857...er ritad 0,142857.

A milli heilu talnanna eru 6endanlega margar raedar télur og virdist litid plass fyrir fleiri
tolur.

1
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Su er po ekki raunin pvi ad reedu tolurnar eru adeins litill hluti allra talnanna a talnalinunni.
Flestar télurnar & talnalinunni eru éreedar. | peim flokki eru télur eins og

\/E,\/g,rr , 21T,... Séu peer ritadar sem tugabrot eru paer 6endanlega l16ng tugabrot sem

eru ekki lotubundin. Oraedu tolurnar fylla upp pad plass sem eftir er & talnalinunni. Reedu
0g Oraedu tdlurnar til samans kallast rauntdlur og eru taknadar med R.

R = mengi rauntalna = mengi reedra og 6reedra talna (6ll tugabrot endanleg og 6endanleg.)
i daglegu lifi notum vid bara raedar tolur.

Um pessi talnamengi gildirad Nc Zc QcR.
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2. Talnabil

Talnabil eru algeng talnamengi. Talnabil (bil) er mengi allra talna milli tveggja talna a
talnalinunni asamt eda an endatalnanna. Bil er lokad ef endatblurnar eru med i bilinu, en
bil er opid ef endatdlurnar eru ekki med i bilinu. Bil er halfopid ef 6nnur endatalan er med i
bilinu en ekki hin. Bil getur lika verid endalaust i annan endann.

Ef bil er lokad er pad gefid til kynna med pvi ad nota hornklofa sem snyr ad endatélunum.
[1,6] er semsagt mengi talnanna fr& og med 1 til og med 6. Ef bil er opid eru hornklofarnir
latnir snda Gt. |1, 6] er semsagt mengi talnanna fra 1 til 6 en hvorki 1 né 6 er { bilinu.Vi&

getum lika synt pessi bil & talnalinu. Vid notum audan hring ef bil er opid en dokkan hring
ef pad er lokad.

Daemi 2.1 Syndu bilin i) [1,6] ,ii) ]2 ,5][ ogii) [-2,3] & talnalinu.

Lausn: i) — 1)) ! )
' : : 5
i) ¢ o Pessir audu
-2 3 hringir hljéta ad
vera audhringir.

I deemunum hér & undan voru 6ll bilin endanleg pad er ad segja billengdin var endanleg.
Hins vegar eru éendanlega margar tolur i hverju talnabili pvi i bilinu eru ekki bara heilar
tolur heldur 6ll brot & milli talnanna og pau eru mérg. Talnabil geta lika verido éendanleg.
Ekki er til nein 6endanlega stor tala svo taknid «(lesid 6endanlegt) er notad til ad gefa til
kynna ad bilid haldi &fram endalaust. Pannig er bilid [2, 0 [ mengi allra talna sem eru

steerri eda sama sem 2. Athugadu ad taknid oo er ekki takn fyrir tolu.

Svona litur bilid [ 2, « [ Gt & talnalinu:




Pad er einnig haegt ad nota mengjaframsetningu til ad rita talnabil. Bilid [1, 6] er haegt ad
rita {x e R|1< x < 6} (lesid x er rauntala og 1 < x < 6), bilid |2 ,5[= {x eR|2 < x <5} og
bilis [2, o[ ={x eR|x>2}.

par sem bilin eru mengi er haegt ad finna sniomengi, sammengi, mismengi og fyllimengi
peirra. Nidurstodurnar eru pa lika bil, sammengi bila eda tdmamengi. bPad getur veriod

paegilegt ad leysa slik deemi med pvi ad merkja bilin inn & eina talnalinu og liggur pa svarid
oftast ljost fyrir.

Deemi 2.2 A=[1,4] ogB=]-2,3]. FinnduA~B, AUB, A’ og A\B

Lausn: Merkjum bilin A og B inn a talnalinu.

|
0 . o—o%
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NU sést ad mengi peirra talna sem eru baedi i A og B, p.e. A "B er bilid [1,3 ]
Bilin A og B til samans, pad er AUB = |-2,4].

Stokin sem eru ekki i A eru i tveimur talnabilum: A’ =]-0,1[U]4,0]

og A\ B = |3, 4] er mengi talna sem eru i A en ekki B.

AN
Skyldi pessi Talnalina
vera skyld Linu langsokki?




3. Ojofnur

| pessum kafla er fjallad um fyrsta stigs 6jéfnur en vid byrjum & ad rifja upp hvernig leysa &
fyrsta stigs jofnur.

Skref 1: Ef brot eda svigar koma fyrir i jofnunni skaltu eyda brotunum (lengdu 6ll brotin svo
pau verdi samnefnd og margfaldadu alla lidi med samnefnara brotanna) og margfalda upp
ar svigunum. Geettu pess ad formerki breytist ef minus er fyrir framan sviga sem
margfaldad er upp dr.

Skref 2: Feerdu nu alla x — lidi i adra hlid jofnunnar og adra lidi i hina hlid jofnunnar. Pegar
lidur er feerdur ur annarri hlid j6fnu yfir i hina hlidina breytast plaslidir i minuslidi og
minuslidir i plaslidi. (Hvers vegna?)

Skref 3: Einfaldadu hvora hlid. Ef x-studlarnir eru ekki tolur skaltu taka x-id ut fyrir sviga.
Skref 4: Deildu ni med x-studlinum i badar hlidar j6fnunnar. Pa stendur x-id eitt i annarri

hlidinni en svarid vid deeminu i hinni hlidinni. (Ath. x-studullinn sem deilt er med getur verid
svigi).

X+1—14_2X+ 3x-9
4 2

Deaemi 3.1 Leystu jofnuna

(x+1) (14-2x) +g _ (8x-9)

Lausn: 4 1 5 (Svigar settir og heilum lidGum breytt

i brot.)
Ax+D)  314-2x) 122 6(3x-9) (Samnefnari fundinn og brotin
12 12 12 12

lengd.)

A4(x+1)—3(14-2x)+12-2=6(3x—-9) (Margfaldad med samnefnara.)

4x+4—-42+6x+24=18x—-54 (Margfaldad upp ar svigum.)

AX+6X—-18x=-54+42-4-24 (x-ligir i adra hlid og adrir lidir i hina
hlid jofnunnar.)

—-8x=-40 (Béodar hlioar einfaldadar.)
— 40 . .
X = —g " 5 (Deilt med x-studli og jafnan leyst.)

Sndum okkur nt ad ojo6fnunum. Taknin < , <, > og > kallast ojéfnumerki.



Taknid < er lesid “minna en” , < ,minna eda jafnt og“, > ,staerra en“ og > “steerra eda

jafnt og®. Ef ¢6jofnumerki er sett i stad samasemmerkis i fyrsta stigs jofnu feest fyrsta stigs
Ojafna. Hun er leyst & hlidsteedan hatt og fyrsta stigs jafna. Tvennt er p6 frabrugdid. Skipta
ma& um formerki beggja vegna jafnadarmerkis i jofnu &n pess ad pad raski jofnunni pvi ad
ef a=b paer —a=-b. Sama gildir ekki fyrir 6jofnu. Efa <b pder —a>—-b (sja mynd).

Til deemis er 2 < 3 en —2> —3. A hlidstaedan hatt gildir ad ef a > b pa er —a<—b. bvi parf

ao snua ojofnumerki vid ef margfalda parf 6j6fnu med minustdlu eda ef deila parf i badar
hlidar 6jofnu med minustolu.

Seinna atridid vardar lausn 6jéfnunnar. | stad pess ad fa eitt &kvedid svar eins og t.d. x = 2
er lausnin oftast talnabil par sem i 68rum enda bilsins er annad hvort taknid
—oo eda oo (Minus éendanlegt eda 6endanlegt).

Daemi 3.2 Leystu 0jofnuna 3x+5>x—-7.

Lausn: 3X+5>5x-7
svo 3x—5x >-5-7 (feerum x-lidi i adra hlid og adra lidi i hina hlid)
SVo —2x>-12 (einféldum hvora hlid)

SVo X < 6 (deilum med x-studli og snaum 6jéfnumerki viod)

Lausnin er allar tolur lzegri en 6, p.e. talnabilid ]—,6 ].
Vid hefdum getad valid pa leid ad faera x-in i haegri hlid:
3X+5>5x-7
svo 7+5>5x—3x (feerum x-lidi i adra hlid og adra lidi i hina hlid)
svo 12 > 2x (einféldum hvora hlid)
Svo 6>x (deilum med x-studli)

[ seinna lausninni var x-studullinn jakvaedur svo 6jofnumerkid hélst 6breytt pegar deilt var
med x-studli. Ef pu feerir x-in i pa hlid 6j6fnunnar par sem x-studullinn er heerri endar pu
med jakveedan x-studul og pa helst 6j6fnumerkid ébreytt pegar deilt er med x-studlinum.



4. Algebrubrot

Vid byrjum a ad rifja upp pattun. Pad kallast pattun ad breyta lidasteerd i margfeldi.

| pattun skal avallt byrja a pvi ad reyna ad taka Gt fyrir sviga. Pad er haegt ef lidirnir hafa

sameiginlegan patt sem getur verid tala og/eda bokstafur (eda jafnvel svigi).

Sé ekki haegt ad taka ut fyrir sviga skal reyna ad patta i tvo sviga. Ef lidirnir eru tveir, annar

lidurinn plaslidur og hinn minuslidur reynum vid ad nota samoka regluna:
a’-b%*=(a+b)a-h).

Ef lidirnir eru fleiri en tveir notum vid agiskunaradferdina.

Deemi 4.1 battadu a) 9ab+6a’b b) x* —25 c) x*+8x+12

Lausn: a) 9ab+ 6a°b = 3ab(3 + 2a)

b) x* —25=(x+5)(x-5)

C) X* +8x+12=(x+2)(x+6)

Stundum er baedi haegt ad taka ut fyrir sviga og patta i tvo sviga og skal pa avallt byrja a

ao taka Ut fyrir sviga og reyna svo ad patta pad sem eftir er i tvo sviga.

Daemi 4.2 battadu x°> —9x.

Lausn: x® —9x = Xx(x* —9) = x(x +3)(x - 3).

Lenging og stytting

Brot er haegt ad lengja og stytta &an pess ad gildi brotsins breytist. Lenging er i pvi folgin ad
margfalda teljara og nefnara med sému toélunni:

a_ac brotid 2 lengt med c.
b b-c b

Stytting brots er i pvi félgin ad stytta i burtu sameiginlegan patt:
ac_a brotid 2 stytt med c.
b-c b bc

Adeins ma stytta peetti og pvi verdur ad breyta teljara og nefnara
i pattasteerd (patta teljara og nefnara) adur en brotid er stytt. Ef pa
fylgir eftirfarandi leidbeiningum ertu & greenni grein i styttingu!

1. skref. Settu sviga utan um teljara og nefnara sem eru fleiri en einn lidur.
2. skref. pattadu teljara ef haegt er

3. skref. Pattadu nefnara ef haegt er.

4. skref. Styttu i burtu pa peetti sem eru eins i teljara og nefnara.

I styttingunni er tala stytt & méti tolu, bokstafur & méti bokstaf og svigi & moti sviga.
Stytta ma sviga & moti sviga ef svigarnir eru eins (pa kemur 1 Gt Ur styttingunni) og ef peir
eru gagnsteedir, en pa kemur — 1 0t Ur styttingunni. Til deemis er

(a+b) =1 og (a=b) =-1. Vio faum -1 Gt Ur seinna deeminu vegna pess ad
(a+b) (b—a)

(a-b)=-(b-a) svo (@-b)_-b-a)__,; Svigarnir styttast Ut en ekki minusinn.
(b-a) (b-a)
3y 2 2
Daemi 4.3 Styttu brotin a) Y2 by X 3%
10xy“z X° -9



Lausn: a) bar sem engar lidasteerdir eru i teljara og nefnara forum vid beint i skref 4 og

styttum:
5x°yz?  Ix*  X?

10xy2z%  2yz T2y

b) Fylgjum leidbeiningunum:
x?-3x _ (x*-3x)

5 =~ 1. Setjum sviga utan um lidasteerdir.
X -9 (x°=9)

o X(x=3) 2. 0og 3. battum teljara og nefnara .
(X+3)(x-3)

=_X 4. Styttum brotid (sviga & maoti sviga).
(x+3)

Margfoéldun og deiling

Pegar tvo brot eru margféldud saman eru teljararnir margfaldadir saman og nefnararnir
margfaldadir saman:

a-c

£
d b-d

olo

Pegar algebrubrot eru margféldud saman er mjog mikilveegt ad stytta fyrst og margfalda
Svo.

1. skref. Settu sviga utan um alla teljara og nefnara sem innihalda fleiri en einn lid.
2. skref. pattadu alla teljara og nefnara sem haegt er ad patta.
3. skref. Styttu.

Pegar deilt er med broti er haegt ad reikna ut ur deilingunni med pvi ad snda brotinu sem
deilt er med vid og breyta deilingarmerkinu i margféldunarmerki:
ac ad

og sidan er fylgt leiobeiningum um margfoldun.

Daemi 4.4 Reiknadu og skiladu sem fullstyttu broti.

2 2
a) 3_X . X_ b) _a : a
a 5a a-2 a’*-4
Lausn: a) Hér eru engar lidastaerdir og ekkert haegt ad stytta svo ad vid héldum beint yfir i
skref 4 og margfoéldum brotin saman:

3x x?  3x3

a 5a 5a’

2 2
a a —4 og fylgjum sidan

b) Breytum i margféldunardaemi : = .
) Brey J a-2 a*-4 a-2 a?

leidbeiningum um margfoldun:
a a’-4_  a (@-4_ a (@+2)(a-2)_ (a+2)
a-2 a2 (a-2) a? (a-2) a’ a

Pegar reiknad er med heilum télum er samlagning og fradrattur einfaldari en margféldun
og deiling. Pessu er 6fugt farid pegar reiknad er med brotum.
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Samlagning og fradrattur
Ef finna & summu eda mismun brota verda brotin ad hafa sama nefnara. Ef brot med sama
nefnara eru |6gd saman skal leggja teljarana saman en nefnarinn helst 6breyttur:

a c_a+c

b b b

Sama gildir i fradreetti, teljari dregst fra teljara en nefnari helst ébreyttur:
a c_a-c
b b b
Ef brot hafa ekki sama nefnara parf ad finna samnefnara og lengja brotin, sidan ma leggja
pau saman (eda finna mismun peirra.) Mikilveegt er ad hafa samnefnarann sem minnstan.
Deemi 4.5 Reiknadu

5x 2x 3x
a) —+———

y 'y 'y

3x—1+2x+3_x+1

b
) 4 2 3

) 5x 2x 3X 5bx+2x-3x 4Xx
Lausn:a) —+—-—"F—="-""_"" -

y vy vy y y
b) Fyrst parf ad finna samnefnara sem er talan 12 og lengja brotin. Vid setjum lika sviga
utan um lidasteerdir:
3X_1+ 2x+3 x+1: 3-(3x-1) N 6-(2x+3) 4-(x+))
4 2 3 3-4 6-2 4.3
_ 9x-3+12x+18-4x-4
- 12

17x-11

12
Taktu eftir ad minusinn fyrir framan sidasta brotid breytir merkinu i sviganum pegar sviginn

er felldur.




5. Myndleaesi

I nitimasamfélagi er algengt ad upplysingar séu settar fram & myndraenan hatt til deemis
med linuritum. Pad er pvi mikilveegt ad vera lees & slika framsetningu. Litum & deemi.

Daemi 5.1 A eftirfarandi linuriti sést fjoldi ibta i bae einum & arunum 2000 til 2010. Notadu
myndina til ad svara eftirfarandi spurningum.

Fjoldi ibua i Ba

800

700 2

600 Hf,_fe-f_/\"—— :_'_'_,_,.'-'-"."‘—\—\_._\_L_\_\-._\_\_\_\-.

500

400

300

200

100

0 . . T . . . . . . .

2000 2001 2002 2003 2004 2006 2006 2007 2008 2009 2010

ar

ibaafjoldi

a) Hver er mesti ibuafjoldinn og hvada ar er pad?
b) Hver er minnsti ibGafjéldinn og hvad ar er pad?
c) A hvada timabili feekkar ibGunum?

d) A hvada timabili fjslgar ibGunum?
Lausn:

Vid lesum af grafinu:
a) Ibuafjoldinn er mestur par sem haesti punktur er. 700 arid 2004.
b) ibafjéldinn er minnstur par sem laegsti punktur er. 500 arid 2000.

c) Ibium faekkar pegar ferillinn fer minnkandi. betta gerist & arunum 2004 til 2006 og
einnig a arunum 2007 til 2010.

d) ibaunum fjélgar pegar ferillinn fer vaxandi. betta gerist & arunum 2000 til 2004 og fra
2006 til 2007.



6. Fall

I daglegu lifi télum vid oft um tveer steerdir & sama tima. bad a til deemis vid pegar sagt er
ao 2 kg af eplum kosti 460 kr, ad pad purfi 2 | af malningu til ad mala 20 fermetra, ad pad
sé 12°C stiga hiti klukkan 2 og svona meetti lengi upp telja. Litum nanar & daemi. i téflunni
hér fyrir nedan er hitastig meelt & tveggja tima fresti i sélarhring.

X, kist | O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

y,C |-2,0]-35|-40]-35]-22]|-05]12 |26 |30 |25 15 |00 |-20

Ef vid merkjum tilsvarandi punkta inn i hnitakerfi pannig ad timinn sé a x-asnum og
hitastigid a y-dsnum og tengjum punktana med ferli faest eftirfarandi graf.

yYa<C

R RN

2 4 6 u/» 12 14.16 18 20 2

Vid getum fundid svor vid margs konar spurningum ut fra grafinu.
T.d. getum vid séd ad hitastigid var um pad bil —1,4°C kl. 9. Laegsta hitastigio var —4°CkI

4 um nott og heesta hitastigid var 3°C kl. 16. Vid getum einnig fundid Gt klukkan hvad
hitastigio var 2°C en pad var baedi kl. 13 og kI.19.

A hverjum tima er akvedid hitastig, med 68rum ordum fyrir hvert x-gildi er eitt y-gildi. Til
deemis er timinn x = 13 pegar hitastigio y = 19. Sagt er ad hitastigid sé fall af tima og
hitastigio, p.e. y-gildio, er kallad fallgildi.
Venja er ad nota bokstafi sem heiti & féllum og pa oft bokstafina f, g og h.
Vid getum til deemis skyrt hitastigsfallid h og ritad h(x) i stad y.
Aflesturinn y = 19 pegar x = 13 yrdi pa ritadur
h(13) =19
0g a hlidsteedan hatt er h(9) =—14 og h(16) = 3.

Hitastigsmeelingin er gerd a timabilinu 0 til 24 svo timinn, p.e. x-id er i bilinu frA og med O til
og med 24. Mengi allra x-anna kallast skilgreiningarmengi (eda formengi) fallsins.
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Hitastigid y sem maelt er breytist fra pvi ad vera lsegst — 4° C upp i heest 3° C svo y getur
verid allar tolur frd og med — 4 til og med 3. Mengi allra y-anna kallast myndmengi (eda
varpmengi) fallsins.

I deeminu hér & undan fékkst hitastigsfallid Gt fra meelingum en i steerdfraedinni er fall oftast
gefid upp mead reiknireglu.

Reiknireglan f(x) = 3x + 4 er daemi um fall. | steedunni 3x + 4 felast fyrirmaeli um hvernig
reikna skuli fallgildi pegar valid er gildi & x. Fallgildid er fundid med pvi ad margfalda x-
gildid med 3 og beeta svo 4 vid. Fyrir hvert x-gildi feest nakveemlega eitt y-gildi eda fallgildi
samkvaemt reiknireglunni.

Deemi 6.1 Reiknum ut fallgildi fyrir x =2 og x = —3 ef f(x) = 3x + 4.

Lausn: Fyrst setjum vid 2 i stadinn fyrir x og faum

f(2)=3-2+4=10.

Vid finnum svo fallgildid af —3 med pvi ad setja —3 i stad x og faum
f(-3)=3-(-3)+4=-5.

Ef vio tAknum fallgildin i reiknireglunni med y i stad f(x) feest jafnan y = 3x + 4. betta er
jafna a forminuy = hx + m og i STA103 kom fram ad graf hennar er bein lina. Hér er
formleg skilgreining & hugtakinu fall:

Skilgreining

Sagt er ad y sé fall af x ef fyrir hvert x-gildi er ndkveemlega eitt y-gildi. y-gildin kallast
fallgildi og eru oft tAknud meod f(x), g(x), h(x), ... Mengi allra x-gildanna kallast
skilgreiningarmengi fallsins (taknad Dr) og mengi allra y-gildanna kallast myndmengi
fallsins (taknad Vs).

Skilgreiningarmengi fallsins er pad mengi & x-4snum sem er beint fyrir nedan eda ofan
grafid.

..................

.................

Skilgreiningarmengid er hilié [-1, 3[ & x-asnum.
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Myndmengid er pad mengi a y-asnum sem er beint til hlidar (haegri eda vinstri) midad vid

grafid.

______________

—————————————————————

——————————————————————————————————————————————

Myndmengid er bilid ]—1,5] a y-asnum.

Fallgildin (p.e. y-gildin) eru lesin af y-asnum en x-gildin af x-asnum. Ef lesa a fallgildi f(x) af
grafi parf ad finna pann punkt & grafinu sem er & méts vid tdluna x & x-asnum og lesa

sidan tilsvarandi y-tolu af y-asnum.

Ef fallgildi er gefid og finna & tilsvarandi x-gildi parf ad finna pann punkt eda pa punkta sem
eru & mots vid tilsvarandi tdlu a y-asnum og lesa af tilsvarandi x-gildi.

Daemi 6.2 A myndinni sést graf falls f(x). Notadu myndina til ad
ad finna f(1) og (2).

Lausn: Vid leitum ad punktinum a grafinu sem hefur x-hnitid
1log lesum y-hnit hans af y-asnum. pad reynist vera talan 3 svo
f(1) = 3.

A hlidstaedan hatt sést ad f(2) = 4.

Daemi 6.3 Notadu myndina i sidasta daemi til ad finna x ef
f(x) = 3.

Lausn: Vid leitum ad punktum a grafinu sem hafa y-hnitid 3 og
lesum x-hnit peirra af

x-asi. Punktarnir reynast vera tveir og x hnit peirra eru 1 og 3
svo jafnan hefur tveer lausnir semeru x=1, x=3.
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Daemi 6.4 Gefid er fallid f(x) = 4x + 3.
a) Reiknadu (1) og f(5).
b) Leystu jo6fnuna f(x) = 17.

Lausn: a) f(1)=4-1+3=7 og f(5)=4-5+3=23.
b) Leysa parf j6fnuna 17 = 4x + 3 sem er fyrsta stigs jafna.

NU er 14 = 4x svO X =% :g (eda 3)5).

Vid endum pennan kafla & ad rifja upp atridi ur fyrri afanga um beinar linur.

Regla 6.1 Sérhver lina sem er ekki I6drétt a sér jofnu & forminu y = hx + m par sem h er
hallatala linunnar og m er seinna hnit skurdpunkts linunnar vido y —as. Jafnany = hx + m
kallast skurdhallajafna beinnar linu.

¥y =hy+m

Med pvi ad nota fallarithattinn er haegt ad rita f(x) = hx + m i stad y = hx + m. Fallid f(x) =
hx + m kallast fyrsta stigs fall (ef h #0) eda fyrsta stigs marglida.
Hallatala linu (sem er ekki l6drétt) er gefin med formdalunni

h= Y2—Ys
Xy =X
bar sem P=(x,,y,)ogQ=(x,,y,) eru einhverijir tveir punktar & linunni.

Skurdhallajafna linu sem liggur i gegnum punktinn P = (xl , yl) og hefur hallatdlu h er
gefin med formulunni
Y-V =h(X—X1)

Lodréttar linur hafa jo6fnu a forminu x = ¢ par sem c er einhver tala. Lodrétt lina er ekki graf
falls.
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7. Annars stigs jofnur

Leid fotbolta er gefin med formulunni y = 0,75x - 0,02x* par sem y er haed
boltans i metrum yfir jorou og x er larétt fjarleegd fra sparkstad i metrum.
Hversu langt fra sparkstad lendir boltinn ?

Pegar boltinn lendir er haed hans yfir jorou y = 0. Til ad svara pessari
spurningu parf pvi ad leysa jofnuna 0,75x—0,02x*> =0. betta er annars
stigs jafna pvi ad 0pekkta steerdin, p.e. x-id, er i 6ru veldi. Hér eru nokkur énnur deemi um
annars stigs jofnur:

) x> —4x+7=0 i) x*=16 jii) x> -9x=0 iv) 7x® —15x = -2

Séu allir ligir faerdir i adra hlid i deemunum hér ad ofan sést ad allar j6fnurnar falla undir
almenna formid

ax’ +bx+c=0

par sem a, b og c eru tdlur sem kallast studlar og a = 0.
Deemi 7.1. Ritadu studlana a, b og c i jofnunum hér ad ofan.

Lausn:

) x> —4x+7=0 marita 1-x* +(-4)x+7=0svoa=1,b=-40gc=7.

i) x* =16 marita 1-x* +(-16)=0. Hér er enginn x-lidur svo a=1,b=00gc = -16.
jii) x> —-9x=0 marita 1-x>+(-9)x=0 svo a=1,b=-90gc=0.

iv) 7x® —15x = -2 ma rita 7x* —15x+2 =0 og studlarnirerua=7,b=-150g ¢ = 2.

[ almennri annars stigs jofnu er 6pekkta steerdin (venjulega x) baedi i fyrsta veldi og 63ru
veldi. bad eru pvi tvaer gerdir af 6pekktum lidum, x-lidur og x-lidur, og pvi er ekki haegt ad
einangra x-id a sama hatt og i fyrsta stigs jofnu. Hvernig eru annars stigs jofnur pa leystar?
Adaladferdin (og su sem alltaf er haegt ad nota) er formula, en med henni er haegt ad
reikna lausnirnar Ut fra studlunum premur a, b og c. En fyrst skulum vid athuga tveer
einfaldari adferdir sem duga a sumar annars stigs jofnur.

Tizlvik 1. Ef enginn x-lidur (p.e. b = 0) er i annars stigs jéfnunni er haegt ad einangra
x- liginn.

Daemi 7.2 Leystu jofnuna x* =16.
Lausn: Dragdu ferningsrét badum megin jafnadarmerkisins. ba faest x = J16 =4 en
x = —/16 = —4 er lika lausn. Lausnirnar eru tvaer 0g Vid getum skrifad peer i einu lagi:

X=++16 = +4.
Deemi 7.3 Leystu jofnuna 9x*> —36 =0.

Lausn: Fyrst einangrum vid x*- li&inn med pvi ad feera 36 yfir jafnadarmerkid og sidan
deilum vid med 9 til ad eyda studlinum vid x*:

9x* =36 svo x* =4

NU leysum vid j6fnuna med pvi ad draga rét og munum eftir minuslausninni:

X =+J4 =42,
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Deemi 7.4 Leystu jofnuna x* = -9.

Lausn: pessi jafna hefur ekki rauntdlulausn pvi ad ekki er haegt ad draga ferningsrot af
minustdlu (engin rauntala i 6dru veldi er minustala). Jafnan hefur pvi enga lausn.

Deemi 7.5 Leystu jofnuna (x +2)* = 25.

Lausn: Fyrst er dregin ferningsroét (baedi plis og minusmerki) og pé feest

X+2=415.

petta gefur okkur tveer fyrsta stigs jofnur x +2=5 og x+2=-5,

sem vid leysum & venjulegan hatt; p.e. med pvi ad einangra x-id.

Fyrri jafnan hefur lausnina x = 5 — 2 = 3 en seinni jafnan hefur lausnina x =-5-2=-7.

Ekki hafa allar annars stigs jofnur lausnir sem eru heilar télur. Til deemis hefur jafnan
x% =3 lausnirnar x =++/3 ~+173.
Almennt gildir ad annars stigs jafnan x> =p par sem talan p er ekki minustala hefur

lausnirnar x = i\/ﬁ . Taktu eftir ad lausnirnar eru tveer. Ef p er minustala hefur jafnan enga

lausn.

Tilvik 2. Heegt er ad patta lidasteerdina i jofnunni.

Pessi adferd byggist & eftirfarandi stadreynd: Ef margfeldi tveggja talna er 0 pa hlytur
a.m.k. 6nnur talan ad vera 0.

pPad er mjog mikilvaegt ad taka eftir ad til ad haegt sé ad beita adferdinni sem nu verdur lyst
pa purfa allir ligir j6fnunnar ad vera i sému hlid jéfnunnar.

Daemi 7.6 Leystu jofnuna x> —5x +6 =0.

Lausn: pattadu vinstri hlid jofnunnar:

(x-2)-(x-3)=0

NU verdur annar hvor patturinn ad vera 0 fyrst margfeldid er 0 og pad gefur tveer j6fnur
x—2=0 og x-3=0

Vid leysum hvora j6fnu fyrir sig (einangrum x-id) og svario verour

x=2 edax=3

Daemi 7.7 Leystu jofnuna x* = —6X.

Lausn: Hofum lidina sému megin: x* + 6x = 0.

pattum vinstri hlidina: x-(x+6) =0.

pa fast tveer jofnur: x=0 og x+6=0.

petta gefur okkur lausnirnar x =0 eda x = —6.

paer tvaer adferdir sem na hefur verid lyst eru einfaldar og fljétlegar en oftast er annars
stigs jafnan fléknari en svo ad haegt sé ad nota peer. Litum a eitt deemi adur en vid skodum
annars stigs formualuna.

Deemi 7.8 Leystu jofnuna 4x* +12x+9=5

Lausn: Tokum eftir ad vinstri hlidina ma rita sem (2x + 3)?

svo (2x+3)* =5

paer 2x+3= +5 drégum ferningsrét og munum eftir baedi plds- og minusmerki
svo 2x =-3++/5 einangrum x-lidinn

_3+.5
2

SVO X = deilum med x-studli.

Sé pessari adferd beitt vid almennu annars stigs jéfnuna ax® + bx + ¢ = 0 feest eftirfarandi
formula
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~b+./b*-4ac
2a
par sem a, b og c eru studlarnir i j6fnunni og x er lausnin a jofnunni.

X =

Taktu eftir ad talan — b i lausnarformulunni er gagnstaed vid téluna b i j6fnunni. Taktu lika

eftir ad talan b? (sem er fyrri lidurinn i ferningsrétinni) er alltaf plistala.
Hér kemur svo lysing a notkun lausnarformualunnar skref fyrir skref:
1. Feerdu alla lidi jofnunnar i adra hlid og einfaldadu ef haegt er.

2. Skradu gildi studlanna a, b og c.

3. Reiknadu steerdina b® —4ac. Ef pa faerd Gt minustolu pa haettir pt og skrifar engin

lausn og snyrd pér ad naesta deemi, annars heldur pu afram i skref 4.

—-b++b?-4ac

2a
tolunnar b? —4acinn i ferningsrétina. Mundu eftir ad talan — b i formulunni er

4. Settu gildin & studlunum a og b inn i lausnarformdluna x =

og gildi

gagnstaed tala vid b-studulinn i deeminu og reiknadu samkvaemt formulunni baedi
svaorin. Ef pa reiknar a vasareikni skaltu venja pig & ad setja sviga utan um baedi

teljara og nefnara og steerdina i rétinni.

Litum a nokkur deemi.
Daemi 7.9 Leystu jofnuna 7x* —15x = 2.
Lausn:
1. Faerum alla lidi i adra hlid: 7x*> —15x+2 =0

2. Ritum studlana: a=7, b=-150gc=2.
3. Reiknum naest staerdina inni i rétarmerkinu: b* —4ac = (-15)° —4-7-2=169.

4. Setjum nu inn i lausnarformdluna og reiknum:

28
22
(_—bxyb’-dac 15:/169 15+13 |14
2a 2.7 14 |2 1
14 7

Daemi 7.10 Leystu jofnuna 2x* +3x -4 =0.
Lausn:

1. Allir lidir eru sbmu megin.

2. a=2,b=3,c=-4.

3. b®-4ac=3"-4.2.(-4) =41

b+b? -4ac —3i\/4_1~{ 0851

4. Lausnirnar eru pa x = —
2a 4 -2351
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Deemi 7.11 Leystu j6fnuna x* +18x +81=0.
Lausn:

1. Allir lidir eru sému megin.
2. a=1, b=180gc=81.
3. b®-4ac=18°-4-1.81=0.

_ + _
4. x= 12_1\/6 = :2L8 =—9 (ferningsrotin af 0 er 0). Jafnan hefur bara eina lausn.

Deemi 7.12 Leystu jofnuna x*> —4x+7 =0.
Lausn:
1. Allir lidi eru sdmu megin.

2. a=1,b=-4,c=7

3. b?-4ac=(-4) -4-1.7=-12. Talan i ferningsrotinni er minustala svo jafnan hefur
enga lausn .

Daemi 7.13 Leystu jofnuna 4x* =6-10x
1. 4x*>+10x—-6=0 (allir ligir i adra hlid)

2. a=4,b=100gc=-6  (studlar skradir)

3. b®*—-4ac=10°-4-4-(-6)=196 (steerdin b* —4acreiknud)

4 1
—-10++/ -10+ 8 2
4. x= 10+ 196: 10_14: Gildi studla sett inn og talan 196 inn i
2-4 8 _
24
=7 __3
8

ferningsrétina og reiknad samkvaemt formulu.

Svorum ad lokum spurningunni i upphafi kaflans um hversu langt boltinn lendir fra
sparkstad med pvi ad leysa jofnuna 0,75x - 0,02x*> = 0.

1. Allir lidir eru sbmu megin.

2. Gildistudlaera=-0,02,b= 0,7509c=0

3. Reiknum naest b? —4ac =(0,75)> —4-(-0,02)-0=0,5625.

4. Setjum inn i lausnarformuluna:
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-075£,05625 0754075 |_004 >
2-(-002) ~0,04 0 _om
~004

Fyrri lausnin er su sem vid leitum ad en par sem boltinn er & jorounni adur en honum er

sparkad (p.e. y = 0 fyrir sparkid) feest einnig lausnin x = 0.
8. Fleygbogar

Ef vid teiknum graf formalunnar y = 0,75x — 0,02x?

sem lysir leid boltans i deeminu i upphafi sidasta kafla feest
myndin hér til hlidar. Grafid kallast fleygbogi. S& hluti
grafsins sem er yfir x-asnum er ferill boltans.

Formulan y = 0,75x — 0,02x* er deemi um annars stigs fall en
formala af gerdinni f(x) = ax? + bx + ¢ kallast annars stigs
fall og graf hennar heitir fleygbogi.

Einfaldasta annars stigs fallid er f(x) = x> (eda y = x?).

X

I toflunni hér fyrir nedan eru reiknadir nokkrir punktar a graflnu Nokkur x-gildi eru valin og

y-gildin reiknud med formalunni.

Ll
W(N RO a o | [X

O RIOIRIMOK
0

Punktarnir eru sidan merktir inn i hnitakerfi og tengdir med ferli (sja mynd). Ef b-studullinn i

formulu fleygbogans er null er midja fleygbogans & y-asnum og haegt ad teikna
fleygbogann ut fra gildistoflu en ef ekki pa forum vid adra leid. Studlarnir a, b og ¢ akvarda
I6gun fleygbogans og stadsetningu hans i hnitakerfinu eins og nu verdur gerd grein fyrir.
Fleygboginn opnast upp (\ brosandi graf) og hefur botnpunkt ef a-studullinn er plustala en
opnast nidur (N fylugraf) og hefur topppunkt ef a-studullinn er neikvaedur. a-studulinn

akvardar einnig hvort fleygboginn er breidur eda

mjor. 2 Y
y 1 <
1 250 a<o0
0 X i 0 'X
AU T3 -1 0 3 4
1
-2
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samhverfuas

Fleygboginn hefur samhverfuas en pad er l6drétt lina sem 5]
skiptir grafinu i tvo helminga sem eru spegilmyndir hvors
annars og er botn-eda topppunkturinn & samhverfuasnum. 4
A venjulegum fleygboga eru fjérir lykilpunktar ( sem geta
po fallid saman og verid feerri), en petta eru skuropunktur 3

fleygbogans vid y-as (P1), topppunktur (botnpunktur)
fleygbogans (P2) og skurdpunktar fleygbogans vid x-asinn
(P3 0og P4). Hnit pessara punkta akvardast af studlunum 1]
premur a, b og c.

1. c-studullinn segir til um hvar fleygboginn fer i gegnum X
y-&s. Hnitin & punkti P; = (0, ¢). - I

2. Formulan x = ;—b gefur stadsetningu samhverfuassins og er jafnframt x-hnitid i P, p.e.
a

x-hnit topppunktsins (botnpunktsins), svo P, = [;—b J ¥
a

y-hnitid i P, er svo reiknad med formulu fleygbogans.

3. x-hnitin i punktum P3 og P, fast med pvi ad leysa
jofnuna ax® + bx + ¢ = 0 en y-hnit peirra eru 0 (allir
punktar & x-asnum hafa y-hnit 0) svo

_ [ =b++/b*-4ac —b-+/b*-4ac
Ps; og P4 = ,01] 0g >a , 0

2a

Pa
Séu hnit pessara fjogurra punkta reiknud Ut og peir
merktir inn i hnitakerfi naegir pad yfirleitt til ad rissa graf

fleygbogans. Ef peir falla saman og verda feerri en fjorir er P \
haegt ad baeta vio fleiri punktum med pvi ad gera
gildistoflu. petta er alls ekki eins flokid og pad virdist vera

vid fyrstu syn. Litum & deemi. Samhverfuas

1]
W=
2a

P

|
I
I
|
I
I
I
I
|
I
I
|
I
|
I
|
I
I
|
I
i
+
I
|
|

Daemi 8.1 Teiknadu fleygbogann y = x> —6x+5 en
reiknadu fyrst Ut lykilpunktana fjora og segdu til um hvernig grafio snyr.

Lausn: Skrdum studlana: a =1, b = -6 og ¢ = 5. Grafid opnast upp (u brosandi graf) par
sem a-studullinn er plustala.
1. c-studullinner 5svo P; =(0, 5)

2. Samhverfuasinn er x :;—2 = Zil =3 svo P, = (3, y). Finnum y-hnitid med pvi ad setja 3
fyrir x i formalu fleygbogans: y=3?-6-3+5=-4 svo P, = (3, - 4).
3. Reiknum loks x-hnit punktanna P3 og P4 med pvi ad leysa jofnuna x> —6x+5=0 en
hana er haegt ad leysa med pattun:
Xx?> —6x+5=(x-1)(x-5)=0
svo x—1=0edax-5=0.

-19-



Lausnirnareru 1 og5og parmederP3;=(1,0)0g P4 =
(5, 0).

Samhverfuasinn
4. Vid merkjum ad lokum punktana fjéra inn i hnitakerfi og 1
tengjum mea ferli. 1

Stundum naegir ad reikna ut einhverja af lykilpunktunum til ad
leysa deemi. Litum aftur & deemid um fotboltasparkio i upphafi
kaflans.

Daemi 8.2 Hversu héatt fer boltinn ?

Lausn: Til ad svara spurningunni ngegir ad reikna ut y-hnit punktsins P, pad er
topppunktsins.
Formualan fyrir sparkinu var y = 0,75x — 0,02x*> svoa =-0,02,b=0,750g ¢ = 0.
Vid finnum x-hnitid med formalunni :
wo—P_ -075
2a 2-(-0,02)
og sidan faest y-hnitid med pvi ad setja 18,75 inn i formulu fleygbogans og pa feest
y=0,75-1875-0,02-18,75° ~ 703 m
Ef reikna & hversu langt utsparkid er parf adeins ad reikna x-hnit punktsins Pj.

=18,75

Daemi 8.3 Veidimadur skaut kalu i att ad fugli & flugi. Heed byssukulunnar y i metrum yfir
jordu x sekindum eftir ad hleypt var af er gefin med formalunni y = -50x> + 200x + 60 .
Fuglinn flygur i 270 m haed. Er mogulegt ad skotid haefi fuglinn ?

Lausn: Vid leysum deemid med pvi ad reikna hnit topppunktsins til ad sja hversu hatt
kulan fer. Studlarnir eru a = — 50, b = 200 og ¢ = 60.

x-hnit topppunktsins er x=_P_ =200 _, og paer y=-50-22+200-2+60=260m
2a 2-(-50)

Mesta haed kulunnar er 260 metra haed svo hun getur ekki heeft fuglinn.
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9. Ad finna jofnu fleygboga ut fra mynd

Eins og fram kom i kafla 8 er graf formulunnar y = ax® + bx + c fleygbogi. Audvelt er ad
teikna fleygbogann pegar buid er ad reikna at hnit nokkurra lykilpunkta og merkja inn i
hnitakerfi. Gagnsteeda vandamalid er einnig vidradanlegt: Finna ma jofnu fleygbogans ut
frA mynd hans med pvi ad lesa hnit skurdpunkta hans vid hnitaasana (P, P; og P,) af
myndinni. Athugum fyrst tengslin & milli r6ta annars stigs j6fnu og patta hennar.

Daemi 9.1 battadu x*> — 5x — 6 og finndu sidan lausnir j6fnunnar x> — 5x — 6 = 0.
Lausn: Med agiskun finnst ad x*>— 5x — 6 = (x — 6)(x + 1).
Leysum naest jofnuna x* — 5x — 6 = 0 med pvi ad patta hana:
X*— Bx—6=(x—6)(x+1)=0
svox-6=0edax+1=0
SVO Xx=6 eda x=-1
Lausnir jofnunnar reynast vera gagnsteedar vid tdlurnar i svigunum.
[ deeminu hér & undan var a = 1. Litum & annad deemi par sem a = 3.

Daemi 9.2 battadu 3x® + 12x — 15 og finndu sidan lausnir jofnunnar
3x% +12x —15=0.

Lausn: 3x? + 12x —15=3(x* + 4x —5) = 3(x + 5)(x — 1).

Leysum naest jofnuna 3x* + 12x — 15 = 0 med pattun:
3x°+12x —15=3(x +5)(x-1)=0
svo x+5=0edax-1=0
svox=-5edax=1

Med hlidsjon af deemunum hér & undan feest eftirfarandi regla:

Regla: ax?+ bx +c=a(x - r)(x—s)
- s Ay
bar sem r og s eru lausnir jofnunnar ax?+ bx + ¢ = 0. \
S

Notum nu pessa nidurstddu til ad finna formulu fleygbogans a myndinni
hér til hlidar.

Vid sjaum ad fleygboginn sker x-asinni (1,0) og (3,0)svor=1og l

s = 3. Samkvaemt reglunni hér & undan er : — Xy
y=ax-1)(x-3) 1 v

en eftir er ad finna a - studulinn.

Fleygboginn sker y-asinni P, = (0, 6) svo punkturinn (0, 6) parf ad passa inn i j6fnuna
y=a(Xx-1)(x-3).

Vid setjum O i stad x og 6 i stad y og pa feest 6 = a(—1)(-3) svo 6 = 3a svo a = 2.
Nidurstadan er pay = 2(x — 1)(x — 3) = 2(x* — 4x + 3) = 2x* — 8x + 6.
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10. Talningarfraedi

Daemi 10.1 Jéna aetlar & ball og parf ad velja sér fot. Hin & 4 mismundi litar blassur (gula,
rauda, blaa og svarta), 3 mismunandi pils (gult, rautt og blatt) og tvé por af skdm (hvita og
svarta). Hvad getur Jona kleett sig a marga mismunandi vegu?

Lausn: Jona parf ad velja prisvar sinnum. Hun parf ad velja blissu, han parf ad velja pils
og han parf ad velja ské. Vid getum gert eftirfarandi mynd, sem kallast trélinurit, af
valmoéguleikum Jonu. Han hefur 4 moguleika & ad velja blissu svo Gt Ur trénu koma fjorar
greinar, Ut ur hverri grein koma 3 adrar greinar sem eru moguleikarnir & ad velja pils og
paer greinast svo hver um sig i tveer greinar sem eru moguleikarnar a ad velja skéna.
Endapunktur greina trésins eru mismunandi samsetningar kleednadar. Fjoldi peirra er
4.3-2=24.

K = raud bldssa, gult pils, heitir skar
h
E h .
g = Eg verd alttof sein & hallid.
r h
]
¥ z ¥
b s h 2 i
- g ] '
3
g ) h
g =
() r h
4]
=
b h
2 h )
g 3
. h
b [

=virt bildsza, hidtt pilz, svartir skar

Med hlidsjon af deeminu hér a undan setjum vio fram eftirfarandi reglu sem heitir
margfoldunarreglan:

Margféldunarreglan: Ef velja parf oftar en einu sinni margfaldast valmoéguleikarnir saman.
Daemi 10.2 Hvad er haegt ad rada 5 ménnum upp & marga Olika vegu?

Lausn: Vid byrjum & ad velja mann i seeti eitt og héfum 5 moguleika &

pvi. Pegar hann hefur verid valinn eru 4 menn eftir svo vid hofum 4

moguleika & ad velja mann i seeti tvd. ba eru 3 menn eftir svo pad eru

3 moguleikar & ad velja mann i seeti prja. Pa eru 2 menn eftir svo pad eru 2 moguleikar &

ad velja mann i fjérda seeti og loks adeins 1 moguleiki a ad velja mann i fimmta saeti.
Samkveemt margfoldunarreglunni er heildarfjoldi méguleika pa 5-4-3-2-1=120.

otk L I R
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Med stmu roksemdafeerslu faest ad fjoldi mdguleika & ad rada n ménnum (eda n Olikum
hlutum) er n-(n—-1)-(n—2)--- 2-1. Pessi tala, p.e. margfeldi nattirulegu talnanna fr4 1 og

upp i n, ertaknud n! (lesid: n hropmerkt). Reikniadgerdin n! er innbyggd i flesta
vasareikna.

Regla: Fjoldi moguleika & ad rada n olikum hlutum er n!
Daemi 10.3 Hvad eru margir moguleikar & ad velja og rada 3 monnum ar hopi 10 manna?

Lausn: pad eru 10 moguleikar & ad velja mann i seeti eitt, 9 moguleikar ad velja mann i

seeti tvd og 8 moguleikar ad velja mann i seeti prju og samkveemt margféldunarreglunni er

|
svarid 10-9-8 =720 sem einnig ma rita%.

A hlidstaedan hatt faest ad moguleikarnar & ad velja og rada r ménnum Gr hopi n manna er

|
N k& Y (gert er rad fyrir ad r <n). bessi formula er innbyggd i flesta vasareikna og er
n—r)!

taknud med P, .

|
Regla. Fjoldi moguleika a ad velja og rada r hlutum af n dlikum hlutum er P, (: n ]

(n —.r)!

Daemi 10.4 Hvad er haegt ad bua til margar fjogurra stafa tolur ar télustéfunum 1, 2, 3, 4,
5, 6 ef adeins ma nota hvern télustaf einu sinni?

Lausn: Velja a 4 tolustafi af 6 og rada svo svarid er P, =360. Einnig hefdi verid heaegt ad

finna svarid med margféldunarreglunni og pa feest 6-5-4-3 = 360.
Oft skiptir r6d ekki mali pegar valid er. bad a til deemis vid velja a télur i lotté og pegar
gefio er & hendi i bridds og poker.

Daemi 10.5 Hvad eru margir méguleikar & ad velja 3 nemendur i
skemmtinefnd ef 20 nemendur eru i bekknum? Svarid vid spurningunni

20
sem er tdknad ( 3 j er haegt ad reikna beint & vasareikni med takkanum

.C, oger ,,C, =1140.
Vid getum fengid svarid a eftirfarandi hatt. Fyrst veljum vid 3 af tuttugu og rodum og pa eru
moguleikarnir ,,P, en pa er hver priggja manna nefnd talin upp 6 sinnum pvi haegt er ad

rada hverrri priggja manna nefnd upp & 3! = 6 vegu. Svarid vid spurningunni er pvi

ﬁﬁgq:§§£9:114a
3 6
Med hlidsjon af deeminu hér a undan faest eftirfarandi reglu:

Regla: Fjoldi moguleika & ad velja r hluti af n 6likum hlutum er C, (: “—F')fj og er taknad
r!
n
N
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Daemi 10.6 Hvad eru margir moguleikar & ad velja 5 spil ur spilastokki?
Lausn: Pad eru 52 spil i spilastokki svo velja & 5 hluti af 52. Svarid er pvi

52
(5j=52c5=2598960.

Daemi 10.7 Hvad eru margir moguleikar & ad velja 3 konur og 2 karla i nefnd ef ar 10

konum og 8 kérlum er ad velja? PY

) , . . 10
Lausn: Moguleikarnir a ad velja konurnar eru 3= 10C5 =120.

8 ¥
Moguleikarnir & ad velja karlana eru [Zj = ;C, =280g par sem velja parf b
tvisvar (velja konur og velja karla) margfaldast moguleikarnir saman

samkveemt margféldunarreglunni og er ,,C,- ,C, =120-28=3360.
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11. Pascal prihyrningurinn

Reglurnar (a + b)? = a® + 2ab + b? og (a — b)? = a® — 2ab + b? kallast ferningsreglur og flyta
fyrir dtreikningum ef hefja a sviga i annad veldi. En eru til hlidsteedar reglur til ad hefja
sviga i pridja, fjorda eda haerra veldi? Svarid vid spurningunni er ja og pa kemur vid ségu
prihyrningur sem heitir Pascal prihyrningurinn i h6fudio a franska steerdfreedingnum og
heimspekingnum Blaise Pascal (1623-1662). Kinverjar (og eflaust fleiri) munu po6 hafa
pekkt pennan prihyrning 16ngu &dur en Pascal feeddist.

Svona litur Pascal prihyrningurinn Gt

Og pannig afram endalaust.

[ Pascal prihyrningnum ma finna fjolmérg mynstur. Til daemis er sérhver tala inni i
prihyrningnum summan af télunum tveimur sem eru
naest fyrir ofan.

Med pvi ad notfeera sér petta mynstur asamt pvi ad
sérhver lina byrjar og endar & 1 ma baeta vido nyjum
linum endalaust. Talan 1 myndar topp prihyrningsins en
linurnar par fyrir nedan eru nimeradar pannig ad fyrsta
lina nedan vid toppinn er numer 1 og svo framvegis.
Onnur regla er s ad summa talnanna i sérhverri linu er
veldi af 2. Reyndu ad finna fleiri mynstur.
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NU skulum vid sja hvernig haegt er ad nota Pascal

prihyrninginn til ad reikna (a+b)" par sem n er heil 0
2

tala fra og med 0.

(@a+hb)’=1 71

(a+b)=1a+1b

(a+b)? = 1a2 + 2ab + 1b? z

(a +b)® = 1a® + 3a’b + 3ab® + 1b® 3

(a +b)* = 1a* + 4a°b + 6a°b? + 4ab* + 1b*

(a + b)°= 1a° + 5a’b + 10a®b? + 10a’b® + 5ab* + e

1b°

o0.s.frv. >

Vid sjaum & nidurstodunum hér & undan ad ef reiknad er upp ar sviganum (a + b)" er
sérhver lidur i utkomunni margfeldi af veldi a og b par sem veldisvisirinn a a fer laekkandi
en veldisvisirinn & b haekkandi, summa veldisvisanna & a og b er jofn veldi svigans (p.e.
n) og sidan eru toélurnar i linu n i Pascal prihyrningnum studlar.

Daemi 11.1 Notadu Pascal prihyrninginn til ad reikna (x + y)*.

Lausn: Vid setjum a =x og b =y og notum télurnar i linu 3 sem studla:
(X +¥)°=100° + 3()%(y)" + 3007 (Y)* + L(y)° = + 3%y + 3xy” + y°

Daemi 11.2 Notadu Pascal prihyrninginn til ad reikna (2x + 3y)*.

Lausn: Vid setjum a = (2x) og b = (3y) og notum tolurnar i linu 4 sem studla:

(2x + 3y)* =1(20)* + 4(2x)°(3y) + 6(2X)°(3y)” + 4(2)(3y)’ + 1(3y)*

NU parf ad reikna hvern lid fyrir sig og pa feest lokanidurstadan sem er

(2x + 3y)* = 16x* + 96x°y + 216x%y? + 216xy° + 81y*

Vid getum lika notad Pascal prihyrninginn til ad reikna (a — b)" med pvi ad nota umritunina
(a-b)"=(a+(-b)"

p.e. (-b) er sett inn i stad b. P& haldast lidirnir par sem b er i sléttu veldi ébreyttir en lidirnir

par sem b er i oddaveldi verda minuslidir.

Daemi 11.3 Notadu Pascal prihyrninginn til ad reikna (a — b)>.

Lausn: (a—b)®= 1a° + 5a*(-b) + 10a%(-b)? + 10a®(-b)* + 5a(-b)*+1(-b)°
=a’ - 5a’b +10a°b®- 10a’b® + 5ab*- b>.
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2 12. Brot sem veldisvisar - raetur

Vid byrjum pennan kafla a ad rifja upp skilgreininguna & veldi, par sem
veldisvisarnir eru heilar tolur, asamt nokkrum veldareglum.
Ef n er nattarleg tala pa er

a"=a3-3-3--3 , 3= 1 , a‘“=in
3
f pastir
Veldareglur:
Vi a"-a"=a"".
aﬂ
v2 —=a"",efa=z0.
am

V3 (a”)m= a™m.

A venjulegum vasareikni er til deemis veldatakki og med honum er haegt ad reikna veldi par
sem veldisvisarnir eru almenn brot eda tugabrot. En hver er merking veldis pegar
veldisvisirinn er brot eins og til deemis %2 ? Veldareglurnar gilda fyrir 6ll veldi og med hjalp

peirra getum vid skilid veldi par sem veldisvisar eru brot.
1

Daemi 12.1 Reiknadu 252 4 vasareikni og Gtskyrdu nidurstéduna.
1

Lausn: Ef 252 er reiknad med veldatakkanum & vasareikninum faest Gtkoman 5. Reynum

ao Utskyra nidurstéduna.
1

Ef talan 252 er sett { annad veldi og deemid reiknad med V 3 er Gtkoman 25:
1\2 1
(252J —252"° =25' =25

1
svo talan 252 (sem er jakvaed) hefur pann eiginleika ad sé han sett i annad veldi pa feest

Ut talan 25 en pad er nakveemlega sé eiginleiki sem /25 hefur svo nidurstadan er ad

1
252 =4/25 .
A sama hétt sést ad um allar jakveedar tolur a og einnig tdluna 0 gildir ad

1
aZz=+a.

1
Litum & fleiri deemi. Ef talan 642 er sett i pridja veldi feest Ut 64:

1)° 1,
{643] — 643 =64'=64

1
svo talan 643 hefur nakveemlega sama eiginleiki og ¥/64 (3/64 er tala sem i pridja veldi er

1
64) svo 643 =3/64 . Sama gildir fyrir allar tolur a:

1

a®=3a
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1 1
Og pannig heldur petta afram a* = 4/a ertala sem i 4. veldi er a, a° =%/a er tala sem i 5.

veldi er a og almennt gildir um allar télur a par sem a>0ad
1

a" =%a ertala sem i n-ta veldi er a.

2/a er lesid n-ta rét af a. Talan n er kéllud rétarvisir en a rétarstofn. Pegar n = 2 er venja
ao sleppa rotarvisinum og kalla rétina ferningsrét (eda kvadratrét) sem er p4 sama og
onnur rét. pridja rot er lika koéllud teningsrot.

Pegar pu reiknar veldi & vasareikni par sem veldisvisirinn er almennt brot skaltu setja sviga

utan um veldisvisinn.
4

Daemi 12.2 Reiknadu 83 & vasareikni og Gtskyrdu nidurstoduna.
4

Lausn: Ef 83 er reiknadu med veldatakkanum & vasareikninum faest Gtkoman 16.
Reynum ad utskyra nidurstoduna. Vid getum einnig reiknad deemid med veldareglunum:

ﬂ 1 4 4
8° =((8)3j —[/8) =2" =16
Par med sést ad pegar talan 8 er sett i veldid 5 pa dregur nefnari veldisvisisins pridju rot
af 8 og teljari veldisvisisins setur rétina i 4. veldi. A hlidsteedan hatt ma skilja téluna

m

a" . Nefnari veldisvisisins dregur n-tu rét af télunni a og teljari veldisvisisins setur svo

rétina i veldid m pad er ad segja a" = (Q/a)m.

Deemi 12.3 | gerlareektun fj6lgar gerlunum um akvedna prosentutolu a
klukkustund. | upphafi eru gerlarnir 50 en 10 klukkustundum sidar eru peir 17
500. Hver er prosentubreytingin & klukkustund?

Lausn: Kéllum breytipatt prosentubreytingarinnar x. A hverri klukkustund
margfaldast upphaflegur fjoldi gerlanna med x svo
50-x*° =17500

svo x'° = %) =350 (deilum med x*°-studli)

svo x=%350~1796 (drégum tiundu rét (a vasareikni))
Par sem breytipatturinn er 1,796 er présentubreytingin 79,6%.
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Yiltu ekki frekar |
kronuren

| prosentur Jon ¥

13. Visisvoxtur, visisfoll og lograr J ﬁw A
Daemi 13.1 Jon og Gunna fa hvort um sig 200 000 kronur i manadarlaun. L" 7] _9' "
J6ni er bodin 10 000 kréna launahaekkun & ari en Gunnu 5% launahaekkun b, 1) |

"o By

a ari. Reiknadu manadarlaun peirra eftir 1 ar, 2 ar, 10 ar og x-ar.

Lausn: Laun Jons eftir 1 ar eru 210 000 kronur, eftir 2 ar 220 000 krénur, eftir 10 ar eru
pau 300 000 krénur og eftir x &r eru pau 200 000 + 10 000x. Heekkunin & launum Jons
kallast linulegur voxtur.

Reiknum naest laun Gunnu. Breytipatturinn sem leidir af 5% haekkun er 1,05. [ hvert sinn
sem laun Gunnu haekka um 5% margfaldast pau med 1,05 svo laun hennar eftir 1 ar eru

200 000-1,05 =210 000 kr, eftir 2 ar 200 000-1,05° =220 500 kr, eftir 10 ar
200 000-1,05" =325 778 kr og eftir x ar 200 000-1,05" kr .
Breytingin a launum Gunnu kallast visisvoxtur og fallid f(x) = 1,05 visisfall.

Daemi 13.2 Folki i bae einum feekkar um 3% a ari. NU bda 18 000 manns i baenum. Hvad
verda peir margir eftir 1 ar, 10 ar, x ar ?

Lausn: Breytipatturinn er 0,97 svo fjoldinn eftir 1 ar er 18 000-0,97 =17460, eftir 2 ar
18 000-0,97° =16 936 og eftir x ar er iblafjoldinn 18 000-0,97*.

Daemin hér & undan leida til eftirfarandi skilgreiningar:

Formulan f(x) =C-a* par sem a er jdkveed tala kallast visisvoxtur og lysir jafnri

présentubreytingu, prosentuhaekkun ef a > 1 en présentuleekkun ef a < 1. (Ef a =1 & engin
breyting sér stad). Talan a i formulunni er breytipatturinn sem leidir af

présentubreytingunni. Fallid f(x) = a*, a > 0 kallast visisfall.

Daemi 13.3 Halldor leggur 50 000 krénur inn i banka sem greidir 6%
arsvexti. Eftir hve morg ar verdur upphaedin ordin tvofalt heerri?

Lausn: Breytipatturinn sem leidir af 6% haekkun er 1,06 svo
formulan fyrir upphaedinni eftir x ar er f(x) =50000-1,06".
Til ad svara spurningunni parf ad leysa jofnuna

50000-1,06* =100 000.
Fyrst deilum vid med 50 000 i badar hlidar og faum

106" =2.

Pessi jafna kallast visisjafna. Med pvi ad preifa sig afram & vasareikni ma finna ad svarid
er u.p.b. 12 ar en til ad pu attir pig & hvernig leysa a visisjofnu parftu ad leera svolitid um
tiulogrann.

Tiulogrinn

Visisfallid 10 er ad finna & venjulegum vasareikni. A sama stad er einnig ad finna
tiulogrann. A flestum vasareiknum heitir tiulogrinn log.
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Fallid f(x) = 10* setur téluna 10 i veldi. Hér til hlidar er gildistafla med X y
nokkrum fallgildum sem eru reiknud a vasareikni.Tolurnar i y-dalknum —3 [ 0,001
(fallgildin) fast med pvi ad reikna 10" par sem x er talan i x-dalknum. 1 01
Utkoman getur verid hvada jakveeda tala sem til er en af pvi leidir ad 0510 ?;16
sérhverja jakveeda tblu er haegt ad rita sem veldi af 10. Veldisvisirinn — O’ ’1
kallast tiulogri utkomunnar (tolurnar i x-dalknum eru kalladar tiulograr 03 199
talnanna i y-dalknum). A formlegri hétt litur petta svona ut: 1 ’105
., y - 2,477 | 299,9
_ log(x) ’ )
Um allar jakveedar tolur x gildir ad x =109, 3 1000
Deemi 13.4 Ritadu t6luna 5 sem veldi af 10. 4 10000

Lausn: Finnum tiulogra télunnar 5 a vasareikni:
log(5) ~ 0,699
svo 5=10"9") ~10%%%,
Deemi 13.5 Leystu jofnuna 10" =17,78.
Lausn: Veldisvisirinn er tiulogri utkomunnar svo x =log(17,78) ~125.

Daemi 13.6 Leystu jofnuna log(x) = 1,78

Lausn: Notum ad x =109 =10""® ~60,26.
Um logra gilda reglur sem kallast lograreglur. Litum & daemi.

Daemi 13.7 Reiknadu log(2), log(4), log(8) og log(16) a vasareikni. Reyndu ad finna
samband a milli aitkomanna. Hafdu fjéra aukastafi i svérunum.

Lausn: log(2) ~0,3010, log(4) ~ 00,6020, log(8) ~0,9030, log(16) ~1,2040. Sé nanar ad
gao sést ad log(4), log(8) og log(16) eru allar margfeldi af log(2) en jafnframt eru télurnar
4, 8 og 16 veldi af 2. pad gildir sem sé ad

log(4) = log(2?) = 2log(2), log(8) = log(2®) = 3log(2) og log(16) = log(2*) = 4log(2). bessi
nidurstada er afleiding af eftirfarandi lograreglu:

Lograregla: log@*)=x-log@ , a>0.
NU baum vid yfir pekkingu til ad leysa visisjofnur.
Deemi 13.8 Leystu visisjéfnuna 1,06* = 2.

Lausn: 106" =2
pba er Iog(106x): log(2) (vid finnum logra beggja steerdanna)
baer x-log(,06)=log(2) (samkveemt lograreglunni)
log(2) 03010

SVO X = ~

log(106) 0,0253
A sama hatt er haegt ad leysa almennt visisjofnuna a* =b par sem a og b eru jakvaedar
tolur: a* =b
pa er Iog(ax): log(b) (vio finnum logra beggja steerdanna)

~119 ar (deilum med x-studli og reiknum a vasareikni.)
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pa er x-Iog(a)= log(b) (samkveemt lograreglunni)

SVO X = log(b) (deilt med x-studli.)
log(a)
Regla: Ef a og b eru jakvaedar tolur pa hefur jafnan a* =b lausnina x = %.
og(a

14. Jofnur og 0j6fnur leystar a grafi

Ef grof tveggja (eda fleiri) falla eru teiknud inn i sama hnitakerfi er heegt ad lesa af
myndinni hvar féllin gefa somu utkomur eda hvar annad fallid gefur staerri eda minni
Gtkomu en hitt fallid. Svarid getur p6 ordid nokkud 6nakvaemt. Follin f(x) og g(x) eru jofn
par sem grof fallanna skerast. Ef annad fallio gefur steerri itkomu en hitt fallid t.d.

f(x) > g(x) pa eru y-hnit punktanna & grafi fallsins f(x) steerri en y-hnitin & grafi fallsins g(x)
og ba liggur graf fallsins f(x) yfir grafi fallsins g(x). A tilsvarandi hatt liggur graf fallsins f(x)
undir grafi g(x) ef f(x) < g(x).

i) Lausn jofnunnar f(x) = g(x) er x-hnit skurdpunkta grafanna.

i) Lausnin & 6jofnunni f(x) > g(x) er pad bil & x-asi par sem graf f(x) liggur yfir grafi g(x). Ef
ojafnan er f(x) > g(x) er x-id i skurdpunkti (skurdpunktum) grafanna med i svarinu og bilid
er lokad i pann enda.

iii) Lausnin a 6jofnunni f(x) < g(x) er pad bil a x-asi par sem graf f(x) liggur undir grafi g(x).
Ef 6jafnan er f(x) < (x) er x-id i skurdpunkti grafanna med i svarinu og bilid er lokad i
pann enda.

Ekki er rAdlegt ad nota pessa adferd nema buid sé ad teikna upp grof fallanna.

Daemi 14.1 A medfylgjandi mynd sést fleygboginn
f(x) = x> —2x -3 og linan g(x) = — 2x + 1.
Notadu myndina til ad leysa

i) jofnuna x* —2x -3 =-2x+1

i) 6jofnuna x> —2x —3 < —2x + 1.

!
!
e}
!
!
F
]
]

Lausn:

44'{}‘.-__

i) X-hnit skurdpunktanna eru x = — 2 og x = 2.
svo lausnamengid er {-2,2 }.
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i) Fleygboginn liggur undir linunni & milli skurdpunktanna.
Bilid a x-asi sem samsvarar peim hluta fleygbogans er
opna bilis]-2 , 2.
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15. Mismunarunur og radir

Hér i rammanum eru nokkur deemi um
talnarunur:

1,2,3,4,5, ..

2,4,6,8, 10
1, 4,09, 16, 25, ... petta er myndarunal

7,3,5,-8,17,11

1,1,2,3,5,8,13, 21, ...

Tolur sem ritadar eru hver a eftir annarri med kommu & milli mynda talnarunu. Télurnar
kallast lidir rununnar og hver tala & sér nimerad seeti i rununni. | rununni geta verid
endanlega margir lidir eda éendanlega margir lidir. Lidirnir i rununni geta fylgt akvednu
kerfi eda engu sérstoku kerfi. Venja er ad tdkna lidi runu med a, (eda by, ¢y, ..) par sem n
er numer seetis sem lidurinn skipar i rununni. bannig er fyrsta talan i runu tdknudé med a;,
onnur talan med a, og svo framvegis.

[ sumum talnarunum er haegt ad finna formdlu til ad reikna lidi runu Gt fra saetisnimeri
peirra. Litum a deemi:

[ rununni 1, 2, 3, 4, 5, ... er sérhver lidur jafnframt nimerid & seetinu sem hann skipar p.e.
a; =1, a; = 2 og almennt gildir ad a, = n.

[ rununni 2, 4, 6, 8, 10 er sérhver lidur jafn tvofoldu nimeri saetis sem hann skipar. Pannig
er fyrsti lidurinna; = 2=2-1, annar lidurinn er a, = 4 =2-2, pridji lidurinn er
az=6=2-3 o.s. frv.

[ rununni 1, 4, 9, 16, 25, ... er sérhver lidur nimerid & saetinu sem hann skipar i 6dru veldi.
pPannig er fyrsti lidurinna; =1 = 12, annar lidurinn er a, = 4 = 22, pridji lidurinn er az=9 =
3%, fj6rdi lidurinn er as= 16 = 42, ... almennt er n-ti lidurinn er a, = n®.

f rununni 7, 3, 5, -8, 17, 11 er ekkert samband & milli lidanna og nimer saetisins sem peir
skipa.

Runan 1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21,... er hin freega Fibonacci-runa sem m.a. kemur vid sogu i
spennusogunni Da Vinci lykillinn. Fra og med pridja lid

feest sérhver lidur med pvi ad leggja saman tvo naestu ®/11
lioi a undan. Han kemur einnig fram i Pascal prihyrn- %/23
ingnum med pvi ad leggja saman skahallt eins og synt @/@/ s

er & myndinni hér til hlidar.

[ fyrstu premur deemunum hér & undan var audvelt ad
finna formalu sem tengir n-ta lid rununnar, a, vid
namer seetisins sem hann skipar. Vid munum adeins
beina sjonum okkar ad slikum runum.
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Daemi 15.1 Reiknadu fimm fyrstu lidi rununnar sem gefin er med formalunni
an=2n+3 ,neN.

Lausn: Setjum tolurnar 1, 2, 3, 4 og 5 i stad n og reiknum: a; =2-1+3 =5,
a,=2-2+3=7,a;=2-3+3=9,a,=2-4+3=1109 a; =2-5+3=13.

Mismunarunur

Runurnar 1,2,34, ... , 2,4,6, 8,10, .... ,09 4,7,10,13,16, ... hafa allar pann eiginleika
aod alltaf faest sama utkoma ef einhver lidur i rununni er dreginn fra lionum sem kemur
naest a eftir. Pannig gildir um fyrstu rununa ad

a,—-a;=az—-a,=a,—-azg = .. =a,4—-q, =... =1.

Fyrir rununa 2, 4, 6, 8, 10, ... er pessi mismunur 2 og fyrir rununa 4, 7, 10, 13, 16 er hann
3. Einnig meetti orda pennan eiginleika ad pad sé alls stadar jafnt bil & milli samliggjandi
lida. Runur med pessi einkenni kallast mismunarunur (eda jafnmunarunur). Mismunurinn
a milli livanna verdur framvegis taknadur med d.

Audvelt er ad finna samband a milli sérhverra tveggja lida i mismunarunu. Litum a deemi:

Deemi 15.2 | mismunarunu er annar lidurinn a; = 8 og mismunurinn & milli lidanna er 5.
Reiknadu aj».

Lausn: A milli annars og tolfta lidar eru 10 bil (sja mynd)

d d d d d dd d d d

—_— e T e T e T e T e T e T e T e T e
@y d3 a4 as &g 4y dg dg aq a1 aq
og hvert bil er d ad lengd svo
a;, —a, =10d. Setjum inn pekktar steerdir og pa feest ad a,, - 8=10-5 svo

a,, =8+50="58.

Daemi 15.3 | mismunarunu er fjordi lidurinn as = 10 og tiundi lidurinn aie = - 2. Reiknad ax
og finndu formulu fyrir rununni.

Lausn: Vi® byrjum & ad finna mismuninn d. A milli a4 og a0 eru 6 bil (sja mynd)

d d d d d d

SVO alo_a4:6d. P T T o S o N

dy dg dg dy dg dg dqp

Setjum inn pekktar steerdir og faum ad —2-10=6d svod = - 2.
Reiknum naest fyrsta lidinn a;. d d d
A milli a; og a4 eru prju bil (sjA mynd) — ==
svo a, —a, =3d. a‘l d; az a
Setjum inn pekktar steerdir og faum ad

10-a, =3-(-2) og paer 10+6=a, svo a; = 16.
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A milli a; og a, eru (n-1) bili svo a, —a, =(n—1d. Setjum inn pekktar steerdir og faum ad
a,-16=(n-1)-(-2) svo a,—-16=-2n+2 sw a, =—2n+18.

Med pvi ad beita somu réksemdafaerslu og i deemunum hér & undan ma fa fram
eftirfarandi reglu sem gildir fyrir allar mismunarunur:

Regla 15.1
Ef a, 0g ax eru einhverjir tveir lidir i mismunarunu par sem bilid & milli lidanna (p.e.
mismunurinn) er talan d pa gildir ad

a,—a, =(Mn-k)-d
Sér i lagi gildir ad ef k = 1 pa feest ad
a,—-a,=(n-1)-d edaa,=a,+(n-1-d

Deemi 15.4 | mismunarunu er a; = 8 og d = 6. Finndu n ef gefid er ad a, = 134.

Lausn: Pad eru (n — 1) bil & milli a; og a, svo a,, —a, =(n—1d. Setjum inn pekkt gildi og
faum ad 134-8=(n-1)-6 svw126=(n-1)-6 swo 21=(n-1) svo n=22.

Mismunaraoir

Ef lagdir eru saman lidir runu kemur fram steedan a; + a, + az + ... sem er koéllud r6d og
verdur hun tdknud med s, ef n er lidafjoldinn i summunni. Pannig merkir til deemis
S3=a; tax+asz 09

So=agtat+tasz+..+tapp 09

Sh=ait+ta+az+.... +ay

0g S1 = as.

Ef runan er mismunaruna kallast steedan a; + a> + az + ... mismunarod.

Haegt er ad finna einfalda leid til ad reikna summu mismunaradar. Litum a deemi.

Da&emi 15.5 Reiknadu1+2 + 3 +.... + 50

Lausn: Toélurnar sem 4 ad leggja saman 1, 2, 3, 4, ..., 50 eru lidir i mismunarunu

med d = 1. | stad pess ad leggja paer saman i réttri rod styttum vid okkur leid.

Koéllum atkomuna ar samlagningunni S.

Svo S=1+2+3+.... +48 + 49 + 50.

Skrifum nu steeduna upp aftur en hofum lidina i 6fugri r6d og leggjum saman télurnar i
haegri hlid tveer og tveer eins og sést hér fyrir nedan og pa faest allaf itkomuna 51 alls 50
sinnum.

S=1+ 2+ 3+ ... + 48+49+50
S=50+49+48+ - + 3 + 2 + 1

25=51+51+51+ ... +51+51+51

Svo nidurstadan er: 2S = 50-51 og paer S= %51:1275.
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Astaedan fyrir pvi ad avallt faest sama tGtkoma (hér 51) er st ad lsekkunin sem verdur &
lidunum pegar peir eru ritadir i 6fugri r6d vegur upp haekkunina sem verdur a lidunum
pegar peir eru ritadir i réttri r6d og pvi feest allaf sama summan. Tokum eftir ad talan 51 er
summan a fyrsta lid og sidasta lid.

(1+50)
2

Utkomuna ma einnig rita S = -50 =12750g tilka sem medaltalid af fyrsta og

sidasta lid margfaldad med fjolda lidanna.
Med somu roksemdafeerslu mé fa fram eftirfarandi almenna reglu:

Regla 15.2

Ef a;, a,, as, ... er mismunaruna pa er

(al +an) n
2

[ ordum hljédar reglan svona: Summa n fyrstu lida mismunarunu er medaltalid af fyrsta og
sidasta lid margfaldad med fjoldi lidanna.

Sh=a;ta+az+..+a,=

Daemi 15.6 Reiknum summu 10 fyrstu lida i mismunarunu par sem a; = 8 og d = 4.

Lausn: Byrjum a ad reikna tiunda lidinn a;o. H6fum ad a;o=a; + 9d svo a,;, =8+9-4=44
(8+44)

0g pa er summan s;, = -10=260

Daemi 15.7 Reiknadu summu mismunaradarinnar —1+2+5+...+149

Lausn: Fyrst parf ad finna lidafjéldan, p.e. téluna n . Vid vitum ad a; = — 1 og sjaum ad d
= 3. Auk pess vitum vid ad a, =a, +(n—1)-d. Setjum inn pekkt gildi og faum ad
149=-1+(n-1)-3 sw (n—1)-3=150sw (n—1) =50 swo n=51.

bé feestad —1+2+5+..+149= s, =(_1+—2149)-51: 3774.

Daemi 15.8 Finndu summu allra priggja stafa talna sem 6 gengur upp i.

Lausn: Laegsta priggja stafa talan sem 6 gengur upp i er 102 og su heaesta er 996 (finnst
med profun).

Pessar tolur mynda mismunarunu med mismuninn 6 svo a; = 102, d = 6 og

an = 996. Fjoldi talnanna finnst & sama hatt og i deeminu hér & undan pad er

996=102+(n—-1)-6 svo n = 150 svo summan er S,g, :(102;2996)-150= 82350.

Litum ad lokum & deemi ur hversdagslifinu.

Daemi 15.9 Jéna kaupir télvu & 150 000 kronur. Han semur um ad greida
upphaedina med 12 j6fnum afborgunum. Vextir og afborganir greidast einu sinni i
manudi og er fyrsta greidsla manudi eftir kaupin. Vextir greidast eftir & og eru
manadarvextirnir 1%.
Reiknadu fyrstu, adra og pridju greidslu af laninu og hversu mikid er greitt i vexti alls af
laninu.

150000

Lausn: Fyrsta greidsla samanstendur af afborgun sem er =12500 kr

0g vOxtum sem eru 150 000-0,01=1500 kr. Samtals er pvi fyrsta greidslan
12500+1500=14000 kr.
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Reiknum naesta adra greidslu:

Afborgun er 12 500 kr. Eftirstodvar af laninu eftir fyrstu greidslu eru 137 500 kronur og af
peim eru borgadir 1% vextir sem eru 1375 kr. Svo 6énnur greidsla er 13 875 kr.

Reiknum naest pridju greidslu.

Afborgun er 12 500 kronur. Eftirstodvar af laninu eftir adra greidslu eru 125 000 kronur og
af peim eru borgadir 1% vextir sem eru 1250 kr. Svo pridja greidsla er

13 750 kr.

Reiknum ad lokum heildarvaxtagreidslu. Vextirnir mynda mismunarunu meo

a; = 1500, d = - 125 og fjoldi lida er 12.

Sidasta vaxtagreidslan er a,, =a, +11d=1500+11-(-125) =125100 krénur og

vaxtagreidslan alls er pa

1500 + 1375 + 1250 + ...+ 125 =

w-u:g?so kr.
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