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1. kafli Nokkur algeng talnamengi

N = {1,2,3,4,... }er mengi nattarlegra talna. Nattarlegu tolurnar skiptast i frumtélur og
samsettar tolur ad télunni 1 undanskilinni sem er hvorki frumtala né samsett tala.
Frumtolurnar eru paer télur sem bara 1 og talan sjalf gengur upp i. Tiu fyrstu frumtélurnar
eru {2,3,5,7,1113,17,19,23,29}. Ef tala er hins vegar samsett pa er haegt ad finna
a.m.k. prjar télur sem ganga upp i henni. T.d. ganga 1, 2, 3 og 6 upp i t6lunni 6 sem er
samsett tala.

Z= { -3,-2,-1,0,1,2,3 ,...}er mengi heilla talna. Haegt er ad gera sér mynd af
télunum med pvi ad merkja paer inn & talnalinu.

Talan 0 er merkt einhvers stadar a linuna og talan 1 haegra megin vid 0. P& er buid ad
akvarda hver lengdareiningin er. Adrar tolur er sidan haegt ad merkja inn i steekkandi rod
fra vinstri til haegri sem er stefna talnalinunnar.
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Q er mengi raedra talna en raedar tolur eru allar paer télur sem haegt er ad rita sem almenn

brot. Hér eru nokkur deemi um raedar tolur: 3 , _—42 Q , % . Allar heilu télurnar eru

7 1 -571
reedar tolur pvi haegt er ad rita paer sem brot.

Til deemis er 9 = % og —-12 = _—5’6 . Oll endanleg tugabrot eru lika raedar tolur. Til

—5283

1000
Pegar almennu broti eru breytt i tugabrot (med pvi ad deila nefnaranum upp i teljarann)
feest annad hvort Ut endanlegt tugabrot eda éendanlegt tugabrot sem kallast lotubundid

tugabrot. T.d. er %: 0,25 en %z 0,333... og %: 01428571428 57142857 ...

deemis er 2,3:% og —5,283 =

Sagt er ad tugabrotid 0,333... séu lotubundid med lotuna 3 og tugabrotid
0,142857142857... sé lotubundid med lotuna 142857. Til ad takna ad tugabrot sé

endalaust og lotubundid er notad strik yfir lotuna p.e. 0,333... er ritad 0,3 og

0,142857142857...er ritad 0,142857

A milli sérhverra tveggja heilla talna eru 6endanlega margar reedar télur og virdist litid
plass fyrir fleiri tolur.
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Su er po ekki raunin pvi ad reedu tolurnar eru adeins litill hluti allra talnanna a talnalinunni.
Flestar télurnar & talnalinunni eru éreedar. | peim flokki eru télur eins og

\/E,\/g,rr , 21T,... Séu paer ritadar sem tugabrot eru paer 6endanlega 16ng tugabrot sem

eru ekki lotubundin. Oraedu tolurnar fylla upp pad plass sem eftir er & talnalinunni. Reedu
0g Oraedu tdlurnar til samans kallast rauntdlur og eru taknadar med R.

R = mengi rauntalna = mengi reedra og 6reedra talna (6ll tugabrot endanleg og 6endanleg.)
i daglegu lifi notum vid bara raedar tolur.

Um pessi talnamengi gildirad NcZcQcR.
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2. kafli Talnabil

Talnabil eru algeng talnamengi. Talnabil (bil) er mengi allra talna milli tveggja talna &
talnalinunni &samt eda an endatalnanna. Bil er lokad ef endatdlurnar eru med i bilinu, en
bil er opid ef endat6lurnar eru ekki med i bilinu. Bil er halfopid ef 6nnur endatalan er med i
bilinu en ekki hin. Bil getur lika verid endalaust i annan endann.

Ef bil er lokad er pad gefid til kynna med pvi ad nota hornklofa sem snyr ad endatélunum.
[1, 6] er semsagt mengi talnanna fra og med 1 til og med 6. Ef bil er opid eru hornklofarnir

latnir snda Gt. |1, 6| er semsagt mengi talnanna fra 1 til 6 en hvorki 1 né 6 er i bilinu.Vi&

getum lika synt pessi bil & talnalinu. Vid notum audan hring ef bil er opid en dokkan hring
ef pad er lokad.

Deemi. Syndu bilin i) [1,6] , ii) ]2 ,5[ ogiii) [-2,3[ 4 talnalinu.

Lausn: i) i) ]
L L 0 o
1 i] 7 5

iii) ;
. o Pessir audu
-2 3 hringir hljéta ad

vera audhringir.

I deemunum hér & undan voru 6ll bilin endanleg pad er ad segja billengdin var endanleg.
Hins vegar eru 6endanlega margar tolur i hverju talnabili pvi i bilinu eru ekki bara heilar
tolur heldur 6ll brot & milli talnanna og pau eru morg. Talnabil geta lika verid 6endanleg.
EKki er til nein 6endanlega stér tala svo taknid oo (lesid 6endanlegt) er notad til ad gefa til
kynna ad bilid haldi afram endalaust. Pannig er bilid [2, oo[ mengi allra talna sem eru

steerri eda sama sem 2. Athugadu ad taknid oo er ekki takn fyrir tolu.

Svona litur bilid [2, o[ Gt & talnalinu:

Pad er einnig haegt ad nota mengjaframsetningu til ad rita talnabil. Bilid [1, 6] er heegt ad
rita {X€R|1S X < 6} (lesid x er rauntala og 1 < x < 6), |2 ,5[ = {X€R|2< x<5} 09
[2, o[={xeR|x>2}.
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par sem bilin eru mengi er haegt ad finna sniomengi, sammengi, mismengi og fyllimengi
peirra. Nidurstédurnar eru pa lika bil, sammengi bila eda tomamengi. Pad getur verid
paegilegt ad leysa slik deemi med pvi ad merkja bilin inn & eina talnalinu og liggur pa svario
oftast ljost fyrir.

Deemi. A=[1,4]ogB=]-2,3].FinnduAnB, AUB, A’ og A\B

Lausn: Merkjum bilin A og B inn a talnalinu.

NG sést ad mengi peirra talna sem eru baedi i A og B, p.e. A ~B er bilid [1,3].
Bilin A og B til samans, pad er AUB = |-2,4].

Stokin sem eru ekki i A eru { tveimur talnabilum: A’ = |-o0,1[U]4, 0]

0og A\B = ]3,4] er mengi talna sem eru i A en ekki B.

—
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3. kafli Fyrsta stigs 0jofnur

C_'?jbfnur af fyrsta stigi ma leysa a sama hatt og fyrsta stigs jofnur, med pvi ad einangra x-id.
Oll skref nema eitt eru eins: Ef éjafna er margféldud med minustdlu eda ef deilt er i badar
hlidar hennar med minustélu snyst 6j6fnumerkio vid.

Hér er skyringin a snaningi 6j6fnumerkisins:

Efb>apéaertalanb—a>0p.e. b—aer plustala. P4 er talan — b + a (sem er gagnsteeda
talan) minustala m.6.0. —b +a<0en paer—-b <—a og hér sést ad 6jofnumerkio hefur
snuist vid. Par sem lita m4 & deilingu sem margféldun (deiling med télu a er sama og

margféldun med télunni 1) gildir pad sama um deilingu med minustolu, pad er ad
a

0jofnumerkid snyst vid.

Lausnin & fyrsta stigs 0j6fnu er talnabil en ekki ein akvedin tala eins og a fyrsta stigs jofnu.

Daemi. Leystu 6jofnuna 5x — 4 > 8x — 16.

Lausn: Feerum x-in i adra hlid og adra lidi i hina hlidina:
5x—-8x>4-16

Einféldum badar hlidar:

-3x >-12

Deilum med x-studli sem er — 3 og pa snyst 6j6fnumerkid vid:
x<4

Lausnin er bilid |—co,4[, pader x e |-x,4].
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4. kafli Frumtolur og pattun

Pegar tdlunni 3 er deilt upp i téluna 12 er atkoman 4 og afgangurinn 0. Sagt er ad 3 gangi
upp i 12 eda ad 3 sé pattur i 12. bar sem talan 3 er pattur i 12 er haegt ad pétta téluna 12,
p.e. rita hana sem margfeldi af 3: 12 =3-4. Télurnar 1, 2, 3, 4, 6, 12 ganga allar upp i 12
og eru pvi allar paettir i tolunni 12.

Talan 1 gengur upp i allar nattarlegar tolur og er pvi pattur i 6llum nattarlegum télum.
Nattarleg tala gengur augljéslega lika upp i sjalfa sig. pvi hafa allar nattarlegar télur nema
talan 1 a.m.k. tvo peetti og flestar hafa fleiri peetti. Talan 1 hefur adeins einn patt sem er
hdn sjalf.

Skilgreining: Natturleg tala sem hefur ndkveemlega tvo peetti kallast frumtala (eda
primtala).

Einu peettir frumt6lu eru sem sé talan 1 og talan sjalf. Leegsta frumtalan er talan 2 neaest
kemur 3 og sidan 5. Hér eru 20 fyrstu frumtdlurnar:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,73.

Eini moguleikinn a ad patta frumt6lu er ad nota peettina 1 og téluna sjalfa, til deemis er
7=1-7.

Adrar néttarlegar tolur (nema talan 1 sem er sér & bati) hafa fleiri paetti og kallast
samsettar. begar samsett tala er pattud og peettirnir eru ekki frumtélur er haegt ad halda
afram og patta paettina par til adeins verda eftir paettir sem eru frumtélur (frumtdlupaettir).
petta er kallad frumpattun. Ef frumtélupeettirnir eru ritadir i steekkandi r6d er bara eitt
mogulegt svar.

12=2-6=2-2-3=2%.3

Regla: Sérhverja nattarlega t6lu er haegt ad frumpéatta & nakveemlega einn hatt ef
frumpeettirnir eru ritadir i steekkandi réd.

Ef frumpatta & t6lu er heegt ad ganga skipulega til verks og athuga hvada frumtdlur ganga
upp i télunni en pad er lika haegt ad patta téluna einhvern veginn og patta svo peettina
afram nidur i frumtolur.

Daemi. Frumpattadu téluna 72.

Lausn: 72=2-36=2-2-18=2-2-2.9=2.2.2-3.3=2%.3%,
Pessa nidurstddu ma ad sjalfsogdu fa i feerri skrefum.

En svona hefdi lika matt leysa daemio:
72=8.9=2.4.3.3=2.2.2.3.3=2°.3
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Talan 4 gengur upp i 24 og 40 og kallast samdeilir talnanna 24 og 40. Talan 8 er steerri en
4 og gengur lika upp i baedi 24 og 40. Ekki er haegt ad finna steerri nattarlega télu sem
gengur upp i baedi 24 og 40. Talan 8 kallast steersti samdeilir talanna 24 og 40.

Skilgreining: Talan d kallast steersti samdeilir natttrlegu talnanna a og b ef d er steersta
néatturlega talan sem gengur upp i baedi a og b.

Oft er haegt ad finna steersta samdeili tveggja talna i huganum.

Deaemi. Finndu steersta samdeili talnanna 10 og 15.

Lausn: Steersta talan sem gengur baedi upp i 10 og 15 er 5.

Hér er hins vegar adferd til ad finna steersta samdeili tveggja talna:
1. skref. Frumpattadu badar télurnar og ritadu mengi frumpéatta hvorrar télu.
2. skref. Finndu snidmengi frumpattamengjanna.

3. skref. Margfaldadu saman frumpaettina i sniomenginu og settu pann veldisvisi & hvern
frumpatt sem er lsegri veldisvisir hans i frumpéattun upphaflegu talnanna.

Daemi. Finndu steersta samdeili talnanna 120 og 84.

Lausn:
1. skref. 120 = 2° - 3.5 Frumpattamengi = {2,3,5}.
84 =27 -3-7. Frumpattamengi = {2,3,7}.

2. skref. Snidmengi frumpattamengjanna er {2, 3}.

3. skref. Steersti samdeilirinn er 2% -3 =12 (Laegri veldisvisirinn & frumpaettinum 2 var 2).

Ef tveer natturlegar tolur eru margfaldadar saman pa ganga baodar télurnar upp i
margfeldid. Pannig ganga tdlurnar 8 og 10 badar upp i 80 vegna pess ad 80 =8-10. En
paer ganga lika badar upp i téluna 40 sem er laegri tala en 80. EKki er haegt ad finna leegri
natturlega télu sem baedi 8 og 10 ganga upp i. Talan 40 kallast minnsta samfeldi eda
minnsti samnefnari talnanna 8 og 10.

Skilgreining: Talan c kallast minnsta samfeldi nattarlegu talnanna a og b ef ¢ er minnsta
natturlega tala sem baedi a og b ganga upp i.
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Oft er audvelt ad finna minnsta samfeldi tveggja talna i huganum.

Deaemi. Finndu minnsta samfeldi talnanna 6 og 9.

Lausn: Svarid er 18 pvi ad minnsta tala sem 6 og 9 ganga upp i er 18.

Hér er adferd til ad finna minnsta samfeldi tveggja talna.
1. skref. Frumpattadu badar télurnar og ritadu mengi frumpétta hvorrar télu.
2. skref. Finndu sammengi frumpattamengjanna.

3. skref. Margfaldadu saman frumpeettina i sammenginu og settu pann veldisvisi & hvern
frumpatt sem er haerri veldisvisir hans i frumpattun upphaflegu talnanna.

Daemi. Finndu minnsta samfeldi talnanna 120 og 84.

Lausn:
1. skref.120 = 2° - 3.5 Frumpattamengi = {2, 3,5}
84 =27 -3-7. Frumpattamengi = {2,3,7}.

2. skref. Sammengi frumpéattamengjanna er {2,3,5,7}.

3. skref. Minnsta samfeldi talnanna er pa 2° -3-5-7 = 840 (Heerri veldisvisirinn &
frumpeettinum 2 var 3).
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5. kafli Almenn brot og tugabrot

Almennu broti er haegt ad breyta i tugabrot. Pad er gert med pvi ad deila nefnaranum i
teljarann. Annad hvort gengur deilingin upp og utkoman er endanlegt tugabrot eda eftir
akvedinn fjolda skrefa faest sami afgangur og adur er kominn (adeins eru endanlega
margir moguleikar og pvi hlytur ad koma fram endurtekning ef deilingin gengur ekki upp)
0g pa verdur tugabrotid endalaus endurtekning og er pa sagt ad pad sé lotubundid.

Daemi. Breyttu g og % i tugabrot.

Lausn: Vid deilum 3:8 :g =0,375 0g 5:6 = % =0,833... sem er endalaust

lotutugabrot par sem lotan er talan 3. Einnig er ritad % = O,8§ par sem strikid yfir télunni

3 merkir ad tugabrotid er lotutugabrot par sem lotan er talan 3.

. .2,
Deemi. Breyttu almenna brotinu > i tugabrot.

Lausn: 2:7 =0,285714285714 . . . sem einnig meetti rita 0, 285714 . Lotan er 285714

alls 6 tolustafir. (Hun gat verid i mesta lagi sex stafir fyrst nefnarinn er talan 7 pvi ad pad
eru bara 6 mogulegir afgangar pegar deilt er med 7).

Endanlegu tugabrotin (og par med taldar heilu télurnar) og lotutugabrotin til samans kallast
reedar tolur. Mengi peirra er tAknad med Q og er pad dregid af latneska ordinu quotiens.
Reyndar er haegt ad lita & endanlegu tugabrotin sem lotutugabrot med lotuna O (t.d. er

% =0,4=0,40000...= 0,46) 0g Ma pvi segja ad Q sem er mengi reedra talna sé jafnt og

mengi allra lotutugabrota.

Ef breyta a endanlegu tugabroti i almennt brot er pad lengt svo ad komman feerist Gt i
enda:

Daemi. Breyttu 0,125 i almennt brot.

Lausn: Feera parf kommuna um prja seeti og pvi parf ad lengja med 1000:
0,125 -1000 125

1000 1000

0,125 = = 1 | sidasta skrefinu var brotid stytt (haegt ad gera i

vasareikni).




Eins og hér hefur komid fram pa er mengi almennra brota (p.e. reedra talna) pad sama og
mengi lotutugabrota. Tugabrot sem eru endalaus og ekki lotutugabrot kallast 6raedar

tolur. beim er ekki haegt ad breyta i almenn brot. Deemi um slikar télur eru =, J2 og J3.
Séu oll tugabrot (endanleg, lotubundin og endalaus an lotu) sett saman i eitt mengi faest
mengi rauntalna sem er taknad med R. bad fyllir alla talnalinuna.

. Pessi brot eru
@i miem  marghrotin!

Vasareiknirinn

A vasareikninum pinum er takki med heitinu a%, sem er eetladur til brotareiknings. Hér eru
nokkur deemi um notkun.

i) Heegt er ad stytta brot en pad eru takmork & pvi ad hvad teljari og nefnari geta verio

haar tolur. Ef stytta & brotid % slaum vid inn 72 a®%, 123 og stydjum & hnappinn EXE

(eda =). ba styttist brotid og Ut kemur %

i) Heegt er ad breyta bléndudu broti i almennt brot. Ef breyta & blandada brotinu 534 i
almennt brot er slegid inn5 a% 3 ab 7,stuttda EXE (eda =) og sidan a SHIFT ab/. P&

breytist blandada brotid i almenna brotid ? . Ef sidan er stutt aftur & SHIFT ab/ breytist
brotid aftur i blandad brot.

Ef breyta & almennu broti i tugabrot er brotastrikid einfaldlega slegid inn sem
deilingarmerki. Ef breyta & % i tugabrot sldum vid sem sagt inn 38 + 6 og stydjum sidan &

EXE (eda =) og faum lotutugabrotid 6,333 . . .

Pegar reikna a talnadeemi med brotum er sjalfsagt ad nota a % hnappinn og spara sér
handavinnu nema bedid sé sérstaklega um atreikninga. Nota parf sviga ef Gtreikningar eru
i teljara og nefnara brots. Ef svarid & ad vera almennt brot purfa allar télurnar sem slegnar
eru inn ad vera heilar télur eda almenn brot. Ef ein talan er tugabrot verdur svario lika
tugabrot.
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2%+3-ﬁ

Dami. Reiknadu 2 +
2-3-

0o [N
N

Lausn: Reiknum deemid & vasareikninn og slaum inn:
2+(2a%2ay/3+3-4a% 7)+(2-3-2a%8) EXE (eda =).
578

Svario verour 55, = ——.
Hos 105

2-5.3

Daemi. Reiknadu 1,6 + 5—24 og svaradu med almennu broti.
3

L0l o 0g slaum deemid inn
10 10

i vasareikninn: 16a%/10+(2—5-3a/ 4)+5a% 2a% 3 EXE (eda =) og svarid er

Lausn: Breytum tugabrotinu 1,6 i almennt brot 1,6 =

439
19%u0 = % :
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6. kafli pattun

Steerdin og a + b — ¢ kallast lidasteerd og a, b og c kallast lidir. Steerdin a-b - ¢ kallast
péattasteerd og a, b og ¢ peettir. Sagt er ad plus og minus skipti i lidi en margféldun i peetti.

Daemi. Reiknadu x(a+b) og (x+2)(x+5).

Lausn: x(a+b)=xa+xb og (X+2)(x+3)=x>+2X+3Xx+6 =Xx*> +5Xx+6

| deeminu hér & undan var pattasteerd breytt i lidasteerd sem er ekki erfitt. bad er hins
vegar erfidara ad breyta lidasteerd i pattasteerd en pad kallast pattun. Pad er mjog
mikilveegt ad hafa gott vald & einfaldri pattun i reikningi med algebrubrot. I pattuninni sem
hér fer & eftir er midad vid ad allir studlar séu heilar tolur.

[ pattun skaltu byrja & pvi ad reyna ad taka Ut fyrir sviga. Pad er haegt ef lidirnir hafa
sameiginlegan patt. Sameiginlegi patturinn getur verid:

tala,

bokstafur,

boékstafur i veldi,

margfeldi af tdlu og bokstaf i veldi,
svigi.

Deemi. battadu i) 3x — 6 , i) x> —5x , ii) x* +x*, iv) 7x® —14x

Lausn:
i) Talan 3 er pattur i badum lidum: 3x—6=3(x —2)

i) bokstafurinn x er pattur i badum lidum: x> —5x = x(x — 5)
iii) x* er pattur ibadum lidum: x° +x* =x*(x+1)

iv) Steerdin 7x er pattur i badum lidum: 7x° —14x = 7x(x* — 2)

Ef ekki er haegt ad taka Gt fyrir sviga skaltu reyna ad patta i tvo sviga. Ef lidirnir eru tveir
skaltu fyrsta athuga hvort heegt er ad nota samoka regluna, sem gengur lika undir nafninu
mismunur ferningsstaerda.

Samoka reglan: a*> —b? =(a+b)(a—Db)

Heegt er ad patta i tvo sviga med samoka reglunni ef eftirfarandi prja skilyrdi eru uppfylit:

i) lidirnir eru tveir,
i) annar lidurinn er plas lidur en hinn minus lidur,
iii) hvor lidur fyrir sig er ferningsstaerd (sja skyringu hér & eftir).




12

Svarid er pa margfeldi tveggja sviga sem eru nakveemlega eins nema i 6drum sviganum er
plis & milli lidanna en i hinum sviganum er minus a milli lidanna.

Ferningstaerd getur verio:

i) Ferningstala, en ferningstolur eru tolurnar 1,4 ,9, 16,25, ... Ferningstala er sem
sagt natturleg tala i 6oru veldi.

i) BOkstafur i sléttu veldi.

iii) Margfeldi af ferningstélu og bokstaf i sléttu veldi.

iv) Svigi i sléttu veldi.

Deemi. battadu i) x> — 9 , i) 4a® — 25b7, i) 9x* -1, iv) (x +y)* - z°

Lausn: Skilyrdin prja eru greinilega uppfyllt i 6llum deemunum fjérum og pvi er avallt
heegt ad beita samoka reglunni.

) x> —9=(x+3)(x-3)

i) 4a®> — 25b”* = (2a + 5b)(2a — 5b)

i) 9x* —1=Bx+1(Bx -1

V) (x+y)? =22 = (x+ V) +2)(x +Y) = 2) = (x + y + 2)(x +Y - 2)

Ekki er haegt ad nota samoka regluna til ad patta 4x* -5 og x° +9 pvi ad i fyrra

deeminu er seinni lidurinn (talan 5) ekki ferningssteerd en i seinna deeminu eru badir lidirnir
plus lidir.

Ef lidirnir eru tveir og ekki er haegt ad patta med samokareglunni skaltu reyna ad patta
med teningareglunum. Paer eru heldur floknari en samokareglan.

Teningareglurnar: a® —b® =(a—-b)(@® +ab +b*) og a°® +b® = (a+b)(@®> —ab +b?)

Ef margfaldad er upp Ur svigunum i haegri hlidinni faest Gtkoman i vinstri hlidinni.
Haegt er ad patta i tvo sviga med teningareglunum ef eftirfarandi tvo skilyrdi eru uppfyllit:

i) lidirnir eru tveir,
i) baadir lidirnir eru teningssteerair.

Teningstaerd getur verio:

i) Teningstala, en teningstoélur eru télurnar 1, 8, 27 , 64, . . . Teningstala er sem sagt
nattarleg tala i pridja veldi.

i) BOkstafur i veldi par sem talan 3 gengur upp i veldisvisinn.

iii) Margfeldi af teningstdlu og bokstaf i veldi par sem prir gengur upp i veldisvisinn.
iv) Svigi i veldi par sem 3 gengur upp i veldisvisinn.
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Deemi. battadu i) x* —27 , i) 8a° +1.

Lausn: bad er haegt ad nota teningsreglurnar i badum deemunum pvi ad 3 gengur upp i
veldisvisana og télurnar 27, 8 og 1 eru allt teningstolur.

) x® —27 =x®-3% =(x=3)(x* +3x+3%) = (x - 3)(x* +3x +9)
i) 8a° +1=(2a%)° +1° = (2a° +1) ((2a%)? - 2a° -1+ 1% ) = (2a° + 1)(4a® — 2a° + 1)

Ef lidirnir eru prir er stundum haegt ad nota ferningsreglurnar en meginadferdin er ad patta
i tvo sviga med agiskunarreglunni.

Ferningsreglurnar: a® + 2ab + b* = (a+b)* og a* —2ab + b* = (a—b)?

Daemi. battadu x> + 12x + 36.

Lausn: x* +12x+36 =x* +2-X-6+6° = (x + 6)°.

Pegar agiskunaradferdinni er beitt er best ad lidirnir séu ritadir i akvedinni réd pannig ad
fyrsti lidurinn sé s& sem hefur heesta stigid og midlidurinn sa sem hefur naesthaesta stigid.

Pattun steerdarinnar x* + bx + ¢ med agiskunarreglunni er best lyst med nokkrum deemum.

Deemi. battadu x? + 7x +12.

Lausn: Finna parf tvaer télur r og s pannig ad (x +r)(x +s) = x> + 7x +12.
(Par ed allir lidir eru jakveedir verdur plus i badum svigunum.) Tolurnar r og s eru peettir

tolunnar 12 pvi ad r-s=12.
Moguleikarnir & ad patta téluna 12 i margfeldi tveggja talna eru eru
1-12
2-6
3-4

NU sést ad 3 og 4 er rétta svario pvi ad summa talnanna 3 og 4 er 7 sem passar Vvid
midlidinn. bvi er x* + 7x +12 = (x + 3)(x + 4) .
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Daemi. battadu x> —12x + 32.

en af pvi ad midlidurinn er minuslidur verdur merkid ad vera minusmerki. Tolurnar i
svigunum eru tveir peettir télunnar 32 og moguleikarnir eru :

1-32

2-16

4 -8
0g rétta svario er 4 og 8 pvi ad summan er 12 sem passar vio midlidinn. bvi er
x> —12x+32 = (x—4)(x - 8).

Lausn: Sidasti lidurinn er plus lidur svo ad sama merki verdur ad vera i badum svigunum

Daemi. battadu x*> —7x —18.

Lausn: Sidasti lidurinn er minuslidur og pa verdur minusmerki i 6drum sviganum en
plasmerki i hinum. Mdguleikarnir & ad patta téluna 18 i tvo peetti eru

1.-18

3-6

0g nu er rétta svarid 2 og 9 pvi ad mismunur talnanna er 7 sem passar vio midlidinn.
Minusmerkid er & haerri télunni pvi ad midlidurinn er minuslidur.

bvier x> - 7x-9=(x-9)(x+2).

Ef studullinn vid x* —lidinn er ekki 1 verdur deemid adeins floknara og méguleikunum
fiélgar. Lausnin felst i pvi ad skr& alla moguleika og préfa pa par til hinn rétti finnst.

Daemi. battadu 2x? +5x + 3.

eina mogulega pattunin & 3 er 1-3. En pad eru tveir moguleikar a ad setja tolurnar i
svigana: (x + 3)(2x + 1) og (x + D(2x + 3). | fyrra tilvikinu verdur midlidurinn 7x sem
passar ekki en i pvi seinna 5x sem passar. Adeins parf ad athuga hvort svigarnir gefi
réttan midlid. bvi er 2x* +5x +3 = (x + 1)(2x + 3).

Lausn: NU er x i 6drum sviganum og 2x i hinum. Pad er plusmerki i bAdum svigunum og

Deemi. Pattadu 6x* —x —5.
Lausn: Fyrri lidirnir verda ad vera x og 6x eda 2x og 3x og tolurnar 1 og 5. bad er

Moguleikarnir eru pvi

(x+D(6x—-5) , (x-1(6X+5), (X+5)(6x-1), (Xx-5)(6x+1) , (2Xx+D(3Xx-5) ,
(2x-1(3x+5) , (2x+5)(3x -1 og (2x —5)(3x +1).

Annar moguleikinn gefur réttan midlid. Pvi er 6x> —x —5 = (x —1)(6x + 5).

pluasmerki i 6drum sviganum og minusmerki i hinum pvi ad fastastudullinn er minustala.
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Pegar rétta lausnin er fundin er ad sjalfségou éparfi ad skrifa hina mdguleikana upp. Faerni
i pattun 6dlast enginn nema med pjalfun og sannast hér maltaekid ad “enginn verdur
obarinn biskup.”

Ef lidirnir eru fjorir eda fleiri vandast malid. Stundum er haegt ad beita agiskunarreglunni.
Einnig er til adferd sem er i pvi félgin ad skipta deeminu i tvo (eda fleiri) pattunardeemi og
athuga hvort fram kemur sameiginlegur svigi. Pessi adferd kallast pattun med flokkun.

Deaemi. battadu ab + ax + by + xy.

1. lausn: Notum agiskunarreglu. Fyrri lidirnir verda ad vera a og b og seinni lidirnir x og
y. bad er plismerki i bAdum svigunum fyrst allir lidirnir eru pluslidir.
ab+ax+by+xy=(a+y)(b+x)

2. lausn: Notum flokkun og skiptum daeminu i tvdé deemi med pvi ad setja sviga utan um
hvort deemi og reynum ad patta i tvennu lagi:

ab+ax+by + xy = (ab+ax) + (by + xy) =a(b + x) + y(b + x) .

NU tékum vid sameiginlega svigann Ut fyrir sviga. Hann er settur fremst og svigi settur
utan um pad sem eftir stendur og pa feest svarid:

ab+x)+y(b+x)=(b+x)(a+y).

Daemi. battadu a® —b” +2a - 2b.
Lausn: Hér virdist ekki arennilegt ad beita agiskun og pvi verdur flokkun beitt:
a’-b*>+2a-2b=(a*-b*)+(2a—2b)=(a+b)(a-b)+2(a-b)=(a-b)((a+b)+2)

Hér var samoka reglan notud til ad patta fyrri hluta deemisins.
Nidurstadan er: a®> —b* +2a—-2b =(a-b)(@a+b+2).

Eg éatti engan
batt i pbessul
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Ef ég legg saman brot

7. kafli Algebrubrot o b3 ek it vi0 2 3

Stytting

Brotid = er avallt jafnt 1 ef x = 0. Af pessu leidir ad margféldun med télu og sidan deiling
X

med somu tdlu (sem er ekki 0) breytir ekki gildi tkomu. Pad kallast stytting ad spara sér
slika vinnu. Stytting brots er i pvi félgin ad stytta i burtu sameiginlegan patt og pvi verour
ao breyta teljara og nefnara i pattasteerd (patta teljara og nefnara) adur en brotid er stytt.
Ef pu fylgir eftirfarandi leidbeiningum ertu & graenni grein i styttingu!

1. skref. Settu sviga utan um pa teljara og nefnara sem innihalda fleiri en einn lid.
2. skref. pattadu teljara ef haegt er

3. skref. pattadu nefnara ef haegt er.

4. skref. Styttu Ut pa peetti sem eru eins i teljara og nefnara.

Athugadu ad (a—b) = —(b —a)og pvi ma einnig stytta sviga a moéti gagnsteedum sviga en
at ar peirri styttingu faest itkoman —1 eda bara minusmerki sem best er setja fyrir framan
brotid.

2

5x°yz
10xy?°z*
Lausn: Hér eru engar lidasteerdir og haegt ad stytta beint:

Daemi. Styttu brotio

5x%yz?  5-X-X-X-y-z-z _ X-X _ X

10xy?z® T 2.5.x.y.yzzz 2-yz 2yz

Audvitad parf ekki ad leysa deemid i svona moérgum skrefum heldur er haegt ad rita svario
beint.

x? — 3x
x> -9

Deaemi. Styttu

Lausn:

1. skref. Teljari og nefnari eru lidasteerdir og pvi er settur svigi utan um teljara og
2
nefnara: ()]
(x* - 9)
(x> -3x) _ x(x-3)

2. 0g 3. skref. Teljari og nefnari eru pattadir: = —; =
(x*-9) (x+3)(x-3)

4. skref. Sviginn (x — 3) er pattur baedi i teljara og nefnara og hann er styttur burt:

Xx(x-3) X
(x+3)(x-3) (x+3)
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2 —
Deemi. Styttu 2X 10X+12.
4x -8
2 2
Lausn: (2x"-10x+12) _ 2(x" -5x+6) _2-(x—-2)(x—-3) _(x—-3)
(4x-8) 4(x-2) 2:2-(x-2) 2
Margféldun

Pegar tvo brot eru margféldud saman eru teljarnir margfaldadir saman og nefnararnir
margfaldadir saman:
a-c

£
d b-d

oo

Pegar algebrubrot eru margféldud saman er mjog mikilveegt ad stytta fyrst og margfalda
Svo.

1. skref. Settu sviga utan um alla teljara og nefnara sem innihalda fleiri en einn lid.
2. skref. péattadu alla teljara og nefnara sem heegt er ad patta.

3. skref. Styttu.

4. skref. Margfaldadu brotin saman.

2
Deemi. Margfaldadu 3. x

a b5a

Lausn: Hér eru engar lidasteerdir og ekkert haegt ad stytta svo ad vio héldum beint yfir i
skref 4 og margféldum brotin saman:

3x*  5x-by

Daemi. Margfaldadu
e x2 — yz 6x3

Lausn:
2 —
1. skref. 23X 55 (SX 35y) (Svigar settir utan um lidastaerdir)
(x -y ) 6X
2
2 skref. 3X o y3) (Pattun)
(X+y)(x-y) 2-3-x
5 .
3. skref. — (Stytting)
(x+y) 2x
4. skref. > (Margfdldun)

2X% + 2xy
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Ef byrjad hefdi verid a margféldun, sidan pattad og svo stytt, hefdu reikningarnir ordid mun
lengri og erfidari.

Deiling

Pegar deilt er med broti er haegt ad reikna ut ar deilingunni med pvi ad snda brotinu sem
deilt er med vid og breyta deilingarmerkinu i margféldunarmerki:

og sidan er fylgt leidbeiningum um margféldun. Hér er astaedan fyrir pvi ad haegt er ad
breyta deilingardeemi i margféldunardaemi:

a ad ad
bd c cd 1 b-c
d dc
a2
Deemi. Deildu P .
a-2 a" -4
] ) . a a’-4 . ] o
Lausn: Breytum i margféldunardeemi >— 0g fylgjum sidan leidbeiningum um
- a

margfoldun:

a (@-4_ a (a+2)(a-2)_ (a+2)
(a-2) a? (a-2) a’ - a

Samlagning og fradrattur

Ef finna & summu eda mismun brota verda brotin ad hafa sama nefnara. Ef brot med sama
nefnara eru |6gd saman skal leggja teljarana saman en nefnarinn helst 6breyttur:
a c a+c

_+_
b b b

Sama gildir i fradreetti, teljari dregst fra teljara en nefnari helst ébreyttur:

a_c_a-c
b b b
Dami. Reiknadu 5_x+3_3_x.
y y y
5x 2x 3x 5x+2x-3x 4x
Lausn; —+ —— —=—  — -

y 'y y y y
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Ef brot hafa ekki sama nefnara parf ad finna samnefnara og lengja brotin, sidan ma leggja
pau saman (eda finna mismun peirra.) Mikilveegt er ad hafa samnefnarann sem minnstan.
Minnsti samnefnari er fundinn a eftirfarandi hatt:

1. skref. battadu alla nefnarana sem haegt er ad péatta

2. skref. Margfaldadu saman alla 6lika peetti nefnaranna pannig ad hver pattur sé i haesta
veldi sem fram kom vid pattun nefnaranna.

Minnsti samnefnari er sem sagt minnsta samfeldi nefnaranna.

Daemi. Finndu minnsta samnefnara fyrir brot sem hafa nefnarana 3x2 og xy.

Lausn: 3x® =3-x-X-X 0g xy = x-y. Hér eru 3, x og y 6likir peettir og haesti veldisvisirinn
& x-inu er 3. Minnsti samnefnarinn verdur pa 3-x*® -y = 3x%y.

Deaemi. Finndu minnsta samnefnara brotanna 2X 09 — 2
x° -1 X® —-3X+2
Lausn: Nefnarar eru pattadir: (x +1)(x —1) og (x —1)(x — 2).
Hinir 6liku peettir eru (x+1) ,(x —1) og (x —2) og enginn pattur er i heerra veldi en fyrsta
veldi. Minnsti samnefnarinn verdur (x + )(x —1)(x — 2).

Pegar buio er ad finna samnefnarann parf ad lengja brotin pannig ad pau hafi 6ll pennan
sama nefnara. Hvert brot er lengt med pvi sem upp & vantar til ad nefnarinn verdi eins og
samnefnarinn og sidan er lagt saman (dregid fra).
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. X 2
Daemi. Leggdu saman + .
x? -4  x?>-5x+6

X 2 X 2
; - = +
X -4 x°-5x+6 (x+2)(x-2) (x-2)(x-3)

Lausn:

Minnsti samnefnari er (x + 2)(x — 2)(x — 3) . Naest kemur lengingin. I fyrri nefnarann vantar
pattinn (x —3) en i pann sidari pattinn (x + 2). Fyrra brotid er pa lengt med (x —3) og pad
sidara med (x + 2) og pa feest:

X(x —3) . 2(x +2)
(x+2)(x-2)(x-3) (x-2)(x-3)(x+2)°

Brotin hafa sama nefnara sem vid skulum til styttingar kalla S og pvi ma leggja pau
saman:

x(x —3) . 2(x+2) X(x-3)+2(x+2) x*-3x+2x+4 X*—x+4
S S S S (x=2)(x+2)(x —3)
Hér er ekki heegt ad pétta teljarann og stytta svarid.

Athugasemd: Ef gagnstaedir svigar (a—b) og (b —a) koma fram pegar nefnarnir eru
pattadir pa parf ekki ad telja pa bada upp i samnefnaranum heldur skal nota pa stadreynd
ad CH
(b-a) (a-hb)
framan brotid jafnframt breytt (plds i minus eda minus i plus).

. Sviganum (b —a) er pa breytt i svigann (a —b) og merkinu fyrir

X 2

Dami. Reiknadu 5 >+ .
X°—y° 3y-3x

X 2 X 2 X 2

Lausn: + = + = _
(x?2=y?) By-3x) (x+y)x-y) 3(y-x) (x+y)x-y) 3(x-y)

Minnsti samnefnari S = 3(x + y)(x —y) . Lengja parf fyrra brotid med 3 og seinna brotid
meod (x+y). P4 faest

3Xx-2(x+y) 3x-2x-2y X —2y
S S 3x+y)(x-y)
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Hér er svo adferdin:

1. skref. Settu sviga utan um alla teljara og nefnara sem innihalda fleiri en einn lid.

2. skref. péattadu alla nefnara sem heegt er ad patta.

3. skref. Budu til S = minnsta samnefnara. Hann er margfeldi allra 6likra patta nefnaranna
pannig ad veldi hvers pattar sé haesta veldi sem fram kom i pattun nefnaranna.

4. skref. Lengdu brotin pannig ad 6ll verdi med nefnarann S.

5. skref. Leggdu saman (dragdu fra) teljarana. Nefnarinn er S.

6. skref. Reyndu ad patta teljarann i Utkomubrotinu og stytta svarid.

X X+3

Deemi. Reiknadu —; —=
X°+4x+4 X" +x-2

X . (x+3) . x  (x+3)
(X2 +4x+4) (X2 +x-2) (x+2)* (x+2)(x-1)

Lausn:
Minnsti samnefnari er S = (x + 2)*(x —1) og pvi parf ad lengja fyrra brotid med (x — 1) og
seinna brotid med (x + 2):

X(X-)—(x+3)(x+2) x*-x-x*-3x—-2x-6  —6x-6
S S (x+2)*(x-1)

Blondud daemi

Ef deemi er sambland af margfoéldun (deilingu) og samlagningu (fradreaetti) parf ad geeta
pess ad framkvaema adgeradir i réttri r6d. R60 adgerda er pessi:

1) Svigar hafa forgang og pvi skal byrjad a ad reikna svigana.
2) Neest skal margfalda og deila.
3) Loks skal leggja saman og draga fra.

2
Dzemi. Reiknadu | 2a — ij : 4a——2a.
2a 3

Lausn: Fyrst skal einfalda steeduna i sviganum:

1 2a 1 4a*® 1 4a’-1

2a-— =°2_ —

2a 1 2a 2a 2a 2a

Sidan kemur deilingardeemid sem breytt er i margféldunardaemi en i margféldunardaemi
skal patta, stytta og margfalda:

(4-1) 3 = (2a+)(2a-1) 3  (2a+1) 3 6a+3
2a  (4a® -2a) 2a 2a(2a 1) 2a 2a 4a®
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Daemi. Reiknadu —~— + = -3X_6.
X+2 x>-4 5x

Lausn: Margféldunin hefur forgang og pvi skal byrja a seinni hluta deemisins:
X, 2x  (3x-6) _ X N 2X 3(x-2) X N 6
X+2 (x*-4) 5x X+2 (x+2)(x-2) 5x X+2 5(x+2)

pa kemur samlagning og samnefnarinn er S = 5(x+2) og pvi parf adeins ad lengja fyrra
brotid:
5x+6  5x+6

S  5(x+2)

Ef ég reikna morg algebrubrot
er pa ekki hastt vid ad ég
gerist brotlegur?
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8. kafli Veldi og veldareglur

Vid byrjum a ad rifja upp skilgreiningu & veldi og veldareglurnar. Ef tala er margféldud vid
sjalfa sig aftur og aftur er notadur veldaritahattur. Pannig er til deemis 8-8-8-8-8

ritad 8°.Talan 8 kallast veldisstofn en talan 5 veldisvisir.

Skilgreining: Ef n er nattarleg talapaer a" =a-a-a---a.
n peettir

Talan a kallast veldisstofn og talan n veldisvisir. Pad ma einnig hugsa sér ad verid sé ad
margfalda téluna 1 med t6lunni a og skilgreina a" =1-a-a-a---a (n paettir af a). Ef pessi
skilgreining er notud er edlilegt ad skilgreina a® = 1 sem hér med er gert.

Skilgreining: a%=1.

Ef vid laekkum veldisvisinn & a” um 1 pa deilist med a i Gtkomuna. bannig er a* = a%: a.
Pegar veldisvisirinn er heil minustala er pvi edlilegt ad lita svo & ad um endurtekna
deilingu sé ad reeda.

Skilgreining: Ef n ernattirleg talapaera™ =1:a" = in (a=0).
a

Veldunum tengjast veldareglur. bPaer verda ekki sannadar hér.

Daemi. Reiknadu a® -a°.

Lausn: a®taknar prja peetti af télunni a og a®taknar fimm peetti af télunni a svo alls eru
3 + 5 = 8 peettir af télunni a svo svarid er a®. Svarid feest med pvi ad leggja veldisvisana
saman en veldisstofninn er ébreyttur.

n+m

Reglal. a"-a" =a

a7
Daemi. Reiknadu —=-
a

Lausn: [ teljaranum er 7 peettir af télunni a og i nefnaranum eru 4 peettir . Ef brotid er
stytt styttast allir fjorir paettir nefnarans ut a méti jafnmoérgum pattum teljarans og eftir
verda 7 — 4 = 3 peettir af télunni a svo svarid er a®. Svarid faest med pvi ad draga
veldisvisinn i nefnaranum fra veldisvisinum i teljaranum en veldisstofninn er ébreyttur.
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a

Regla 2. a"",ef a=0.

m_

Deemi. Reiknadu (a?)°.

Lausn: Hér eru prir paettir af steerdinni a2 en steerdin a? taknar tvo peetti af télunni a svo

alls eru 2-3 =6 peettir af tolunni a svo svarid era®. Svarid feest med pvi ad margfalda
saman veldisvisana en veldisstofninn er dbreyttur.

Regla 3. (a”)mz a™.

Daemi. Reiknadu (a-b)’.

Lausn: Hér eru prir peettir af tdlunni ab svo pad eru baedi prir peettir af tblunni a og prir

pbeettir af télunni b svo svarid er a® -b®. Svari® feest med pvi ad hefja badar télurnar i
veldid.

Regla4. (a-b)' =a"-b".

3
Daemi. Reiknadu (%} }

Lausn: Brotid margfaldast prisvar sinnum vid sjélft sig svo ad teljarinn margfaldast

prisvar sinnum vid sjalfan sig og nefnarinn prisvar sinnum vid sjalfan sig svo svarid er
3

3—3. Svario faest med pvi ad hefja baedi teljara og nefnara i veldid.
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n

Regla 5. (Ej = a_.
b b"

Geettu pess vel ad rugla ekki saman reglu 1 og reglu 3. i reglu 1 eru tvd veldi med sama
stofn margfdldud saman en i reglu 3 er ein tala sett tvisvar i veldi. Auk pessara fimm
reglna er haegt ad bua til fleiri reglur sem audvelda lausn a veldadeemum. Heaegt er ad
losna vid neikveeda veldisvisa i veldadeemum og einnig er heegt ad feera veldi Ur nefnara
upp i teljara og ofugt. Hér eru tveer vidbotarreglur:

Regla 6. ".a" ,ef a=0.

a
m=a -a
a

Samkveemt 6. veldareglunni er haegt ad feera veldi Ur nefnara upp i teljara en pa skiptir
veldisvisirinn sem var i nefnaranum um formerki.

Regla?.[%} :(—j , ef a0 og b=0.

Samkveemt 7. veldareglunni er haegt ad losna vid neikveedan veldisvisi & broti med pvi ad
snua brotinu vid. Hér eru ad lokum tvd deemi par sem beita parf veldareglunum. bad
borgar sig ad fara sér haegt.

2\-3 2
Deemi. Einfaldadu (8.2)—;32 :
(@ -b™)
Lausn:
i) Byrjum & ad reikna svigana:
a®-b?
i) Feerum svo veldin ar i nefnaranum upp i teljaranum og breytum um leid formerki &
veldisvisum sem voru i nefnara: a® -b*-a™ -b°
iii) Notum 1. veldaregluna og faum a™° - b®.
iv) Ef bedid er um svar med jakveedum veldisvisum péa faerum vid peettina med

neikvaedu veldisvisunum nidur i nefnarann og breytum um leid formerkjum
8

veldisvisanna. ba verdur svarid —.- . Audvitad ma fara adra leid og reikna deemid i
a

feerri skrefum.
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2a%hc? )"
Deemi. Reiknadu | ————| .
6a “bc
Lausn:
N o . L _ 6ab3c)’
i) Sndum brotinu vid og breytum formerki veldisvisisins & sviganum: 2abic?
a’b—c
6°a ‘b °c?
i) NU eiga allir peettir baedi i teljara og nefnara ad fara i annad veldi: PO

iii) Feerum bokstafaveldin ar nefnaranum upp i teljarann og reiknum mea fyrstu
veldareglunni en talnadeemid reiknum vid beint (deilum 22 i 62):
9a*b°c’a®b’c™ =9a b *c’.

iv) Ef svara & med jakveedum veldisvisum verdur svario

alObACZ '

Hér hefdi lika verid haegt ad einfalda brotid adur en pad var sett i veldi. Pad er mikilvaegt
ao vera leikin(n) i veldareglunum og pad verdur enginn nema med afingu.

45677 10%" | 32°%0
Hmm... betta hiljota
ad vera storveldi...



Eg vona ad
7 peita séu
gulrastur.
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9. kafli Raetur og brotaveldisvisar

Daemi. Ef talan 2 er sett i fimmta veldi faest Gtkoman 32, p.e. 2°= 32. Talan 2 er eina

rauntalan sem hefur pennan eiginleika og er kollud fimmta rétin af 32 sem er ritad /32 .
Talan 5 kallast rotarvisir en talan 32 rotarstofn.
1 1

1 5
Ef vid notum veldaregluna (a“)mz a™ feest ad [325J =32° S 32 svo ad talan 32° i

1
fimmta veldi er einnig 32. Par med hiytur 32° ad vera sama tala og /32 .

Deaemi. Ef talan 3 er sett i sjounda veldi feest itkoman 2187. Talan 3 er kollud sjéunda

1
rét télunnar 2187 (ritad 42187 ). Talan 2187 7 verdur lika 2187 ef han er sett i sjounda

1

veldi samkveemt veldareglunni (a”)mz a™ svo ad 21877 =1/2187 .

Pessi tvo deemi leida til eftirfarandi skilgreiningar.

Skilgreining: Ef um jakveedu télurnar a og q gildir ad " =a (par sem n er nattlrleg

tala) pa kallast talan g n - ta rot télunnar a, ritad q= ?/a . Talan n kallast rétarvisir en
talan a rotarstofn.

\" 1
Sé veldareglunni (a”)mz a"" beitt faest ad (a”} =a. bar med hlytur a" ad vera sama tala

0g 2/a. bvier

1
n

an= '{/E:n-ta rétin af a.

1
Athugasemd. Ath. Talan } a{z alj sem er fyrsta rétin af a er einfaldalega talan a sjélf,

b.e. Ya=a

1
Talan ¥/a {: a2 | sem er onnur rétin af a er ferningsroét (eda kvadratrot) a og er venja ad

sleppa rotarvisinum og rita einungis Ja.

1
Talan ¥a (: a® | sem er prigja rotin af a kallast einnig teningsrotin af a.
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Hugtakid rét er mikilveegt hugtak og vio skulum pvi lita & nokkur fleiri deemi adur en lengra
er haldio.

Daemi. bridja rotin af 50 er 3,68403... pvi ad (3,68403...)3 = 50.

Daemi. Fimmta rétin af 40 er 2,09127... pvi ad (2,09127...)° = 40.

Badu sjalf(ur) til fleiri deemi.
Vid getum nu attad okkur almennt & merkingu veldis pegar veldisvisir er almennt brot. Med

L P 1
pbvi ad nota veldaregluna (a”)m =a™ og sambandid Ya =a“feestad a? = (ap )E =3a® svo
ad teljari veldisvisisins setur i venjulegt heiltdluveldi en nefnari veldisvisisins dregur rot af
atkomunni.

Pegar til deemis talan 8 er sett i veldid 2/3 er haegt ad reikna daemid med pvi ad setja
téluna 8 fyrst i annad veldi (pa feest 64) og draga svo pridju rotina af 64 (han er 4).

1 =
par sem almennt gildir ad (a" )E = (a%)?pa ma eins gera petta i 6fugri r6d: Draga fyrst
pridju rétina af 8 (hun er 2) og setja pa tolu sidan i annad veldi (pa feest itkoman 4).

Med pvi ad breyta rétum i veldi er oft haegt ad beita veldareglum til ad leysa rotardeemi.

Hér eru nokkur synideemi:

Daemi. Breytum eftirfarandi rotum i veldi:

a) 3/81 b)+/36 c) /6% d)¥a’b?

1 1
Lausn: a) 3/81 = 813 (~ 4,3267) b)+/36 =3/36 =362 (= 6)
1 2 1 6 2 2
c) ¥/6% =(6%)s =6° (=2,0477) d) Ya%? = (a°b? s = ah?® = a’b

Daemi. Breytum eftirfarandi veldum i raetur:

1 1 3

3 1
a) 54 b) 54 c) a’b’ d) 62

Lausn: a) 4/5 (= 1,4953) b) 4/5° (~3,3437) c) ¥a-Yb® d) V6 (= 2,4495)
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Deaemi. Breytum i veldi og reiknum med veldareglum:

3/a2b5 .5/a10b2 .3/49
25 102 9 2 8 31
Lausn: ¥a’b® -¥a'b? -3/4° =a3b®-asb%-43 =4°.a" -b™ =64a3b™s . Hér hefur
veldareglan a" -a™ =a™" verid notud til ad reikna saman veldisvisana fyrir a og b.

2 1

bad ma lika svara svona: 64a2-a® -b?-b% =64a?-3a? -b? - b eda 64 -3a® - b .

Einfoldun talnarota

Pad er kallad ad einfalda rét ef han er ritud sem margfeldi af heilli télu og (sams konar) rét
med laegri rotarstofni.Til deemis er J50 =5-4/2 og 3128 =4. 2 .

Hér verdur synt hvernig haegt er ad einfalda ferningsroét (adra rét) og teningsrot (pridju roét).
P6 ad haegt sé ad beita veldareglum vid einféldun réta er paegilegra ad beita samsvarandi

rétarreglum. Med pvi ad nota sambandid a milli velda og rota og veldaregluna (ab)n =a"b"
feest

Regla: ifab =%a - Vb

1 1 1
Soénnun: V£=(ab)n =a"-b" =%a-ib.

a
Regla: n|— =
g \/;

sénnun: n\/g: ay _a_%a
b \b )

Va
r{/B

Ferningsraetur

Lykillinn ad einféldun ferningsréta eru ferningstolur en pad eru télurnar
1,4,9,16,25, 36, .... bessar tolur eru fengnar med pvi ad setja nattarlegu télurnar i
annad veldi.

Ef dregin er ferningsroét af ferningstélu er ttkoman heil tala. Engar adrar télur hafa
ferningsrét sem er heil tala.

Deemi. /64 = 8. Talan 64 er ferningstala og vid drogum rétina beint.
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Dami. Einfaldadu \/ﬁ

Lausn: +/75 =+/25.3 =4/25 .4/3 =5.43 |

Talan 75 er ekki ferningstala en talan 25 sem er ferningstala er pattur i 75. Vid pattum
pa téluna 75 i margfeldid 25- 3, drogum ferningsrétina af 25 sem er 5 en ekki af
pristinum (pvi ad pa feest flokid tugabrot). Vid getum sparad okkur skriftir og ritad beint

J75 =253 =5.3

Adferdin er pa sem hér segir: Ef einfalda & ferningsrét, drogum vid hana beint ef
talan er ferningstala en annars finnum vid steerstu ferningstdlu sem er pattur i
rétarstofni, drogum ferningsrot af ferningspaettinum en ekki af hinum paettinum sem
situr pa eftir inni i rétinni.

Hér er annad deemi.

Daemi. @:«/9-10 :3-@

Teningsreetur

Teningsraetur eru einfaldadar a hlidsteedan hatt. Lykillinn ad einfélduninni eru teningstolur,
en pad eru télurnar 1,8, 27,64 , 125, ... bessar tolur eru fengnar med pvi ad setja
néattdrlegu tolurnar i pridja veldi. Taktu eftir ad tala getur baedi verid ferningstala og
teningstala. Talan 64 er 82 og einnig 43. bad er vegna pess ad talan 64 er j6fn télunni 26 og
baedi 2 og 3 ganga upp i veldisvisinn 6. Naesta tala sem er baedi fernings- og teningstala
er talan 3% = 729,

Daemi.¥/125 = 5. Talan 125 er teningstala og vi® reiknum rétina beint.

Deemi. /72 =%/8-3/0 = 2-3/9 . Talan 72 er ekki teningstala en teningstalan 8 er pattur i
72. Vid pattum pa téluna 72 i margfeldid 8-9, drogum teningsrétina af 8 en nian situr
eftir inni i rotinni med séart ennid.

V&
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Deemi. Einfaldadu 3/54 - /75 .

Lausn: Hér parf ad finna teningspatt i tblunni 54 og ferningspéatt i télunni 75. Par med

feest: 3/64 .75 =3/27-2-4J25.3=3.3/2 .53 =15 .3/2 . /3.

Til ad einfalda fjérou rét notum vid svo fjérouveldistélur (1, 16, 81, 256, . . .) o.s.frv..

A0 eyoda ferningsrot ur nefnara

Ef ferningsroét er i nefnara brots er haegt ad lengja brotid pannig ad roétin flytjist i teljarann
og nefnarinn verdi heil tala.

Deemi. Lengdu brotid 2 pbannig ad nefnarinn verdi heil tala.

V3

Lausn: | nefnaranum er adeins einn lidur og pad naegir ad lengja brotid med rétinni sem
er i nefnaranum p.e. med NEE

2 _243 28
B BB 3
Deemi. Lengdu brotid 2\/_ pannig ad nefnarinn verdi heil tala.
5-+/3

Lausn: Nefnarinn er lidasteerd og pad dugar ekki ad lengja med~/3 . Hér felst lausnin i
ao lengja med staerd sem er samoka staedunni i nefnaranum p.e. med 5 + NEE

2 25++v3) _26+43)_2(5++3) 5+43
=

5-V3 (5-v3J5+v3) 25-3 22 1

| sidasta skrefinu var broti® stytt med 2.
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10. kafli Annars stigs jofnur

Jofnurnar x> —4x+7 =0, x> =16 , 9x* =36 =0 og 7x* -15x = -2 eru allar deemi um
jofnur sem kallast annars stigs joéfnur. Almenn annars stigs jafna er jafna sem haegt er ad
rita & forminu

ax?’+bx+c=0

par sem a, b og ¢ eru rauntélur sem kallast studlar og a = 0.
Jofnurnar fjorar hér ad ofan er allar heegt ad rita & pessu formi.

I almennri annars stigs jofnu er 6pekkta steerdin (venjulega x) baedi i fyrsta veldi og 68ru
veldi. Pad eru pvi tvaer gerdir af 6pekktum lidum, x-lidur og x?-lidur, og pvi er ekki heegt ad
einangra x-id & sama hatt og i fyrsta stigs jofnu. Hvernig eru annars stigs jofnur leystar?
Adaladferdin (og su sem alltaf er haegt ad nota) er formuala sem verdur leidd ut, en fyrst
skulum vid ahuga tveer einfaldari adferdir sem duga & sumar annars stigs jofnur.

Tilviki 1: Ef b = 0 (pad er enginn x-lidur i jofnunni, bara x2-lidur) er heegt ad rita jéfnuna a
forminu x? = p og leysa hana med pvi ad draga ferningsrot (talan p ma ekki vera neikveed).

Ef p > 0 eru lausnirnar tveer: \/E og — \/E Ef talan p er neikveed hefur jafnan ekki lausn,

réttara er reyndar ad segja ad han hafi ekki rauntolulausn. Ef p = 0 hefur jafnan eina lausn
semer x=0.

Deemi. Leystu jéfnuna x* = 16.

Lausn: Dragdu ferningsrét bAdum megin jafnadarmerkisins. pa faest
X=+16 =4enx=-+/16 =—-4 erlika lausn. Lausnirnar eru tvaer og vid getum skrifad

peer i einu lagi: x = +416 = +4 .

Daemi. Leystu j6fnuna x> = —9.

Lausn: pessi jafna hefur ekki rauntdlulausn pvi ad engin rauntala getur verid ferningsroét
af minustolu.

Deemi. Leystu jéfnuna x* =14.

Lausn:Dragdu ferningsrét af bAdum hlidum og mundu eftir minuslausninni:
X = +/14 ~ +3,742.
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Deemi: Leystu jofnuna 9x> -36 =0.

Lausn: Hér parf fyrst ad umrita j6fnuna og koma henni & formid x2 = p.
Fyrst feerum vid 36 yfir jafnadarmerkid og sidan deilum vid med 9:

9x? = 36
x? =4

NU leysum vid j6fnuna med pvi ad draga rét og munum eftir minuslausninni:
X =144 =42,

pessa adferd ma einnig nota a jofnur sem eru & forminu (x +a)* =p og lika (x —a)* =p.

Daemi. Leystu jéfnuna (x + 2)? = 25.
Lausn: Fyrst er dregin ferningsrét og pa faest
X+2=45.

petta gefur okkur tveer fyrsta stigs jofnur x+2 =5 og x+2 =-5,

sem vid leysum a venjulegan hatt; p.e. med pvi ad einangra x-io.
Fyrri jafnan hefur lausnina x = 5 — 2 = 3en seinni jafnan hefur lausnina x =-5-2=-7.

Tilvik 2. Heegt er ad patta annars stigs margliduna i j6fnunni.

Pessi adferd byggist & eftirfarandi eiginleika rauntalnanna:
Ef margfeldi tveggja talna er 0 pa hlytur a.m.k. énnur talan ad vera 0.

Pad er mjog mikilvaegt ad taka eftir ad til ad haegt sé ad beita adferdinni sem nu verdur lyst
pa purfa allir lidir j6fnunnar ad vera i sému hlid j6fnunnar.

Deemi. Leystu jéfnuna x*> -5x +6 =0.

Lausn: pattadu vinstri hlid jofnunnar:

(x-2)-(x-3)=0

NU verdur annar hvor péatturinn ad vera 0 fyrst margfeldid er O og pad gefur tveer j6fnur
x—2=0 og x-3=0

Vid leysum hvora jofnu fyrir sig (einangrum x-id) og svarid verdur
Xx=2 edax=3
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Daemi. Leystu jofnuna x* = —6x.

Lausn: Hofum lidina sému megin: x* +6x = 0.
pattum vinstri hlidina: x-(x+6)=0.

pé fast tveer jofnur: x=0 og x+6=0.
petta gefur okkur lausnirnar x =0 eda x = —6.

Pessari adferd er alltaf haegt ad beita ef ¢ = 0 i annars stigs jofnunni pvi pa er haegt ad
patta hana med pvi ad taka x-id Gt fyrir sviga. Pad er ageet regla ad nota pessa adferd &
jofnur sem pua sérd a svipstundu ad heegt er ad patta. HiUn dugar samt ekki a jofnu eins og

til deemis x? + 7x -9 =0.

Nu verdur fjallad um meginadferdina til ad leysa annars stigs joéfnur. Midad er vid ad jafnan
sé & forminu ax? + bx + ¢ = 0, pad er ad allir lidirnir séu sdmu megin.

Lausn jofnunnar er falin i studlum joéfnunnar p.e. télunum a, b og c og er gefin med

eftirfarandi formulu:

(\_’Q“E"}fﬁ. Erforsetinn bainn

Y ad undirrita petta?

Staerdin b* — 4ac kallast adgreinir jofnunnar og verdur framvegis taknud med D.

~b+~D ~b-+D
———— 0g X, = ———
2a

> ) sem vid getum skrifad i einu lagi sem
a

pa eru lausnirnar: x, =

_b++D

2a

pad reedst af formerki steerdarinnar D hvort jafnan hefur tveer, eina eda enga
raunt6lulausn.

i) Ef D >0 (p.e. ef D er plustala) pa eru tveer rauntolulausnir & jéfnunni (tveer lausnir).
if) Ef D = 0 er ein rauntdlulausn.

iii) Ef D < 0 (p.e. ef D er minustala) pa er engin rauntdlulausn (engin lausn).

Taktu eftir ad talan — b i lausnarformulunni er gagnsteed vid téluna b i jofnunni. Taktu lika
eftir ad talan b? sem er fyrri lidurinn i kvadratrétinni er alltaf plistala.
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Deemi. Leystu jéfnuna 7x*> —15x = -2.

Lausn: Hofum alla lidina sému megin: 7x*> —15x +2 =0

pPaséstada=7, b=-150gc =2.

Reiknum nG D =b? —4ac =(-15)* -4-7-2=169.

par sem D er plUstala verda tveer lausnir & deeminu og vid reiknum peer i tvennu lagi:
~b++D 15+4169 15+13 28

X, = =—=2
2a 2-7 14 14

y 15-4169 15-13 2 1
2 2.7 14 14 7

Taktu eftir ad fyrst b er minustala pa er talan — b i formulunni plastala.

Daemi. Leystu jofnuna x* +18x +81=0.

Lausn: Hérera=1, b=180gc=810g paer D=18° —4-1-81=0. Jafnan hefur pa

bara eina lausn og hun er

. ~b+D _-18+.0 -18
2a 2-1 2

= —9 (ferningsratin af O er 0).

Pessa jofnu hefdi lika verid heaegt ad leysa med pattunaradferdinni, sem hefdi gefid tveer
eins jofnur.

Daemi. Leystu j6fnuna x> —4x+7 =0.

Lausn: Hérera=1,b=-4 ,c=709D=(-4)-4.1.7=-12. Talan D er
minustala svo jafnan hefur enga lausn (enga rauntdlulausn) pvi ad ferningsroét af
minusto6lu er ekki rauntala.

Lausnir annars stigs jofnunnar eru sjaldnast heilar télur. Paer eru pa gefnar upp sem
tugabrot med tveimur til premur aukastéfum eda rétarsteerdir sem ekki er reiknad t ar.

Deemi. Leystu jofnuna 2x2 +3x—-4=0.
Lausn:a=2,b=3,c=—-409D=32-4.2-(-4)=41.
~b+/D -3++41

2a 4

Lausnirnar eru pa x =

eda ef ferningsrotin er namundud med vasareikni

_—3+\/ﬂ _—S—M
4

X, A ~0,851 og X, ~ -2,351.
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Athugasemd: begar pu reiknar svarid & vasareikninn parftu ad setja sviga utan um
teljarann!

Deemi. Finndu studulinn b ef gefid er ad jafnan 4x* + bx + 25 = 0 hefur eina lausn.

Lausn: Annars stigs jafna hefur eina lausn ef D = b? - 4ac = 0. betta gefur okkur
jofnuna b® —4-4-.25 =0

svo b?2-400=0
svo b2 =400
svo b =120

Ordadeemi

Annars stigs jofnur leynast vida og oft felst lausn deemis i pvi ad setja upp annars stigs
jofnu og leysa hana. Litum & nokkur deemi.

Daemi. | rétthyrningi er ein hlid 7 cm lengri en 6nnur. Flatarmal rétthyrningsins er
471,75 cm?. Finndu lengdir hlida rétthyrninginsins.

Lausn: Latum styttri hlidina vera x. ba er lengri hlidin x + 7. Flatarmal rétthyrnings er
F=a-b par sem a og b eru lengdir hlidanna. par med feest jafnan:
X(X+7)=47175

svo x? +7x — 471,75 =0.

Petta er annars stigs jafna sem vid leysum med annars stigs formalunni
(a=1,b=7,c=-47175).

Lausnir j6fnunnar eru: x = 18,5 eda x = — 25,5 en par sem x var hlid i rétthyrningi verour
x ad vera plustala svo deemid hefur adeins eina lausn: x = 18,5 cm. Lengri hlidin er pa
25,5 cm.

Deemi. Finndu tveer t6lur sem hafa summuna 102 og margfeldid 1817.
Lausn: Kollum adra toluna x og hina y. Vido héfum pé jéfnuhneppi:

) x+y=102 og Il) x-y =1817. Vid leysum pad med innsetningaradferdinni:

y = (102 - x)

X -(102-x) =1817 (y-io er einangrad Ur fyrri j6fnunni og sett inn i seinni j6fnuna) :
svo — x* +102x —1817 =0

svo x*-102x +1817 =0.

petta er annars stigs jafnrameda=1, b =-102 og ¢ = 1817 og annars stigs formulan

gefur x = 79 eda x = 23. Lausnin x = 79 gefur y = 23 og lausnin
x = 23 gefur y = 79 svo tblurnar eru 23 og 79.
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Deaemi. Flestir vita ad hemlunarveglengd bifreidar eykst ef hradi bifreidarinnar er aukinn.
Eftirfarandi formula lysir sambandinu & milli hemlunarvegalengdarinnar s i metrum og

hradans x i km/klst:s = 0,006 x> + 0,3x . Finndu

i) hemlunarvegalengdina ef hradinn x = 90 km/Kist;
i) hradann x ef hemlunarvegalengdin er 50 m.

Lausn: | pessu daemi er jafnan gefin.
i) Vid reiknum hemlunarvegalengdina med formualunni:

s =0,006 -90° +0,3-90 = 75,6 m.

i) Vid setjum s = 50 inn i formuluna og faum annars stigs jéfnuna: 50 = 0,006 x> + 0,3x
sem vid leysum a videigandi hatt (feerum alla lidi i adra hlid og notum annars stigs
formaluna). Lausnin verdur x = 69,6 km/klist. (x = — 119,6 er ekki lausn & deeminu pvi

Hamm! Meiri
gulrétarjafningur.

Roétarjofnur

Rotarjofnur eru jofnur par sem Opekkta staerdin (x-id) er inni i rét. Rotarjofnur eru leystar
med pvi ad einangra rotarlidinn og hefja j6fnuna i veldi sem eyadir rétinni. (Annad veldi ef
x-id er inni i ferningsrot.) Préfa verdur lausnirnar med pvi ad setja peer inn i rotarjéfnuna
pvi ad fram geta komid 6gildar lausnir.

Daemi. Leystu jofnuna v2x +5 +5 = Xx.
Lausn:

1. skref. Einangra parf rétarlidinn frad 6drum lidum og pvi parf ad feera lidinn 5 yfir i
haegri hlid.

V2X+5=x-5

2. skref. NU eru badar hlidar settar i annad veldi. Taktu eftir ad settur er svigi utan um
hvora hlid og annad veldi a svigann!

(,/Zx +5 )2 = (x —5)?. Nu er hvor hlid reiknud. Annad veldid og rétin eyda hvort 63ru.

2X +5 =x* —10x + 25

NU er komin venjuleg annars stigs jafna og hun er leyst med pvi ad feera alla lidina i
adra hlid og patta hana:

x> —-12x+20=0,

SVO

(x-10)-(x-2)=0,

svo Xx-2=0 eda x-10=0,

svox=2 eda x=10.

3. skref. Profun: ¥2-10+5+5 =10. x = 10 passar.
V2-2+5+5=8=# 2. Talan x = 2 passar ekki. Jafnan hefur pvi bara eina lausn x = 10.




38

Dulbunar annars stigs jofnur

Heegt er ad breyta sumum j6fnum i annars stigs jofnur og leysa peer med formalunni med
pvi ad gefa steeroum annad heiti. Litum & daemi til skyringar.

Deemi. Leystu jéfnuna 2x* —5x* +3 =0.

Lausn: Pessijafna er af fjérda stigi en ekki er allt sem synist. Gefum staerdinni x? heitid t
b.e.t=x2. P& verdur t? = x*. Sé petta sett inn i jofnuna breytist hiin i annars stigs jéfnuna

2t> —5t+3 = 0. Hana ma leysa t.d. med pattun:

(t-1(2t-3)=0
t-1=0eda 2t-3=0
t=1ledat=15

NG setjum vid x? inn i stadinn fyrir t-id og faum pa tvaer annars stigs jofnur. Pad sem hefur
i rauninni gerst er ad fjérda stigs jafnan hefur pattast i tveer annars stigs jofnur sem eru:

x*=1o0g x*=1,5
paer er haegt ad leysa beint med pvi ad draga rét og pa feest:
X=+41, Xx=+,1,5~+1,22.

| stad pess ad breyta x2 i t er lika hsegt ad patta jéfnuna beint i tvo sviga og setja pa x2

sem fyrri lid i badum svigunum.

[ annars stigs formalunni kemur fram samband & milli rota (lausna) annars stigs jéfnu og
studlanna a, b og c. betta er ekki eina sambandid & milli rétanna og studlanna. Hér er
regla sem er sénnud & naestu siodu:

Regla. Ef télurnar x1 0og X2 eru reetur annars stigs jofnunnar ax” +bx +c¢ =0 paer

) X, +X, =— 09
a

. Cc
i) X, - X, =—

Pessa reglu er m.a. haegt ad nota til ad patta annars stigs jofnu i tvo sviga.
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Daemi. Leystu annars stigs jéfnuna 2x2 —28x+96=0 med pattun.

Lausn: Deilum i gegnum annars stigs jofnuna med studlinum a = 2 og faum pa
X2 ~14x+48=0, p.e. 2 =14 og S=48.
a a

Vid leitum ad télum pannig ad summa rétanna er 14 og margfeldi rotanna er 48.
Finnum fljott télurnar 6 og 8 sem eru pa raeturnar sem leitad var ad. Jo6fnuna er haegt
ao pattai 2(x-6)(x-8)=0

Daemi. Budu til annars stigs jofnu sem hefur reetur —4 og5oga=2.

Lausn: Setjum upp peettina 2(x+ 4)(x—5) =0 og margféldun gefur
2x* —2x—40 =0.

Daemi. Finndu annars stigs jofnu par sem summa lausnanna er 5 og margfeldi
lausnanna er — 14 .

Lausn: Latum til deemis a = 1. ba feest ad =1 =5 og C_ 14 og par sem a = 1 feest
a a

paad b=-5 og c=-14. Jafnan er pvi x?>-5x-14=0.

Sonnun areglu:

Latum x1 og x2 vera raetur jofnunnar ax® +bx +c¢c =0. Paer

—b +b? - 4ac +—b—\/b2—4ac -2 b
2a

) X, +X, = _=

) Xt 2a 2a a

i) X, x, = (—b+\/b2 —4ac).(—b—\/b2 —4ac)_ b*> —(b®> —4ac) 4ac _c
v 2a 2a 4a’ 42> a

Eqg held &g skilji petta naestum.
Eintver sem kann pria fyrstu
stafina i stafréfinu er bdinn ad
bida til jafning Or teeimur
guirdtum og svo . ..
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A0 fylla i ferninginn

Til ad leida ut lausnaformuluna fyrir annars stigs jofnur parf ad beita adferd sem kallast ad
“fylla i ferninginn”. Henni verdur nu lyst.

Staerdin (x +p)? = x* + 2px + p® kallast fullkominn ferningur. Taktu eftir ad seinni lidurinn i
sviganum (p-id) er helmingurinn af x-studlinum i haegri hlidinni og sidasti lidurinn i heegri
hlidinni (p? -lidurinn) er annad veldi af seinni lidBnum i sviganum. Petta er haegt ad nota til
ad umrita annars stigs jofnu yfir & formid (x + p)® = q og leysa sidan med pvi ad draga
ferningsrot.

Deemi. Leystu x> +6x-5=0.

Lausn:

1. skref. Umritadu jofnuna. Hafdu x2-lidinn og x-lidinn vinstra megin og fasta lidinn haegra
megin. Pa feest:

X2 +6x=5.

2. skref. Breyttu na vinstri hlidinni i fullkominn ferning mead pvi ad baeta télunni 9 vid badar
hlidar. Talan 9 feest & eftifarandi hatt: x-studullinn er 6, helmingurinn af 6 er 3 og 3% = 9.

X* +6x+9=5+9.
3. skref. Ritadu nu vinstri hlidina sem fullkominn ferning:
(x+3)* =14.

Leystu nu j6fnuna med pvi ad draga ferningsrot og einangra x-id. Mundu ad jafnan hefur
tveer lausnir. begar dregin er ferningsroét faest baedi pldslausn og minuslausn:

X+3=+14 eda x+3=-+14 semgefurx:—3+\/ﬁ eda x =-3-+14
Lokasvar er pa x = -3 ++/14 .

| pessu daemi var a = 1 en ef a-studulinn er ekki 1 ma byrja & deila i jofnuna med
a-studlinum og fylla sidan i ferninginn. Ekki er rAdlegt ad nota pessa adferd ef studlarnir
eru brot eda tugabrot.
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Annars stigs formulan leidd at

ax’+bx+c=0 Til ad fordast brot er byrjad a ad margfalda jofnuna
mead steerdinni 4a. ba feest jafnan

4a®x® + 4abx + 4ac =0  Neest er lidurinn 4ac faerdur i haegri hlid.

4a’x* + 4abx = —4ac NU er lidBnum b? beett vid badum megin til ad vinstri
hlidin breytist i fullkominn ferning.

4a®x® + 4abx +b® =b? — 4ac
Neest er vinstri hlidin skrifud sem ferningssteerd.

(2ax +b)? =b* — 4ac NU er jafnan leyst med pvi ad draga ferningsrot.

2ax +b = +yVb* — 4ac P& er bara eftir ad einangra x-lidinn. Fyrst er b-lidurinn
feerdur til heegri:

2ax = —-b ++/b? — 4ac ao sioustu er deilt meod 2a:

Petta er nu
ansi erfitt!

Vasareiknirinn

PU getur leyst annars stigs (og pridja stigs jofnur) jofnur i vasareikninum. Veldu EQUA
(stytting ar equation sem pydir jafna) i adalvalmyndinni og sidan F2 eda POLY (stytting ar
polynomial sem pydir marglida) og sidan F1 fyrir annars stigs j6fnu (en F2 fyrir pridja stigs
jofnu). ba birtist tafla og pu parft ad sla inn studlana a, b og c. Gert er rad fyrir ad ad jafnan
sé & forminu ax” +bx +c¢ = 0. Sidan velur pu F1 (SOLV) og pa birtast lausnir jéfnunnar a
skjanum. Pu skalt varast ad ofnota vasareikninn pvi pa parft sjalf(ur) ad kunna ad leysa
annars stigs jofnur og geta rokstutt nidurstddu med utreikningum.
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11. kafli Fleygbogar

Graf annars stigs jofnunnar y = ax® + bx + ¢ kallast fleygbogi. Einfaldasti fleygboginn er

graf annars stigs jofnunnar y = x?. [ téflunni hér fyrir nedan eru reiknadir nokkrir punktar &
grafinu. Nokkur x-gildi eru valin og y-gildin reiknud med j6fnunni.

X y
-3 9
2 4
-1 1
0 0
1 1
2 4
3 9 —
N

Punktarnir eru sidan merktir inn i hnitakerfi og tengdir med ferli (sja mynd).

Fleygboginn hefur nokkur mikilvaeg einkenni.

1. skref. Grafid opnast upp (hefur botnpunkt) ef a-studullinn er plistala (a > 0)
en grafid opnast nidur (hefur topppunkt) ef a-studullinn er minustala (a < 0).

2. skref. c-studullinn segir til um hvar fleygboginn sker y-asinn. Punkturinn (0, c) er
skurdpunktur fleygbogans og y-assins.

3. skref. Samhverfa. Grafid hefur samhverfuas. Samhverfuasinn er 163rétt lina sem skiptir
grafinu i tvo hluta sem eru spegilmyndir hvors annars. y-asinn er samhverfuas annars stigs
jofnunnar y = x2.

pad raedst af studlunum a og b hver samhverfuasinn er. Jafna hans er gefin med

, N b
formdlunni; x = ——.
2a

4. skref. Skurdpunktur fleygbogans og samhverfuassins kallast topppunktur.
Topppunkturinn er ymist a toppnum eda botninum eftir pvi hvernig fleygboginn snyr.

x-hnit (fyrra hnit) topppunktsins er lika gefid med reglunni x = _b

2a
y-hnit topppunktsins er best ad finna ut fra j6fnu grafsins, en lika mé nota formuluna:
y—_D _dac-b*
4a da

5. skref. Lausnir annars stigs jofnunnar ax? +bx + ¢ = 0 segja til um hvar fleygboginn sker
x-asinn (punktar a x-asi hafa y-hnitio 0). Skurdpunktar vid x-as eru

(_bzﬂ, OJ 0g (_bz;\/a , Oj ef D er jakvaed tala. Ef D = 0 renna pessir tveir punktar
a a

saman i einn punkt og ef D er neikvaed tala eru engir skurdpunktar vid x-as. ba er
fleygboginn annad hvort yfir x-asnum (ef a er jakvaed tala) eda undir x-asnum (ef a er
neikvaed tala).
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Punktarnir sem fram koma i skrefum 2, 4 og 5 hér & undan eru oftast n6gu margir til ad
rissa megi fleygbogann upp. En pad ma einnig reikna at vidbotarpunkta med pvi ad gera
gildistoflu.

Daemi. Teiknadu fleygbogann y = x* + 4x + 3.

Lausn: Studlarnirerua=1,b= 40gc=3

1. skref. a = 1 er jakveed tala. Pvi opnast fleygboginn upp og topppunkturinn er &
botninum.

2. skref. ¢ = 3 svo fleygboginn sker y-as i punktinum (0, 3).

3. skref. Jafna samhverfudss = x-hnit topppunkts er x = _Zil =-2
4. skref. y-hnit topppunkts finnst med pvi ad setja x-hnit hans inn i jéfnu fleygbogans:

y =(-2)> +4-(-2) +3 =—1. Topppunkturinner T= (-2, -1).

5. skref. Annars stigs jafnan x* + 4x + 3 = (X + 3)(x + 1) = 0 hefur lausnirnar x =—1 og
x = — 3 svo skurdpunktar fleygbogans og x-assins eru (-3, 0) og (-1, 0).

Séu punktarnir sem fram koma i skrefum 2, 4 og 5 merktir inn i hnitakerfi og tengdir med
ferli faest svona mynd.

Jafna samhverfuassins

Gerum rad fyrir ad fleygbogi skeri x-as i tveimur punktum. Samhverfuas fleygbogans er pa
mitt & milli skurdpunktanna. Medaltalid af lausnum annars stigs jéfnunnar ax® +bx +c¢ =0
er:

-b+yD -b-yD -2b
2a 2a _ 2a _-—b

2 2 2a

Jafna samhverfuassins er pvi x =_2—b (sem gildir jafnframt fyrir alla fleygboga).
a
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: Skurdpunktar grafa \ 9
Hm. Hytur ad vera sama og -
skurdgrafa . . . ) 1\
Loksins eitthvad skemntilegt. 1 .

Ef pu teiknar tvo fleygboga eda fleygboga og linu (eda tveer linur) inn i hnitakerfi geta
komid fram skurdpunktar. Haegt er ad reikna hnit skurdpunktanna ef jofnur fleygboganna
(linanna) eru gefnar.

En spennandi!

Skyldu peir finna
xﬁ@ fyldu b

(5 fiarsioo?

Daemi. Finndu meé reikningi skurdpunkt(a) fleygbogans y = 2x* — 3x +1 og linunnar
y=x+1.

Lausn: Vid erum ag leita ad punkti sem passar inni badar jofnurnar. bvi parf y-id i
jofnu fleygbogans ad vera jafnt og y-id i j6fnu linunnar. Par med feest annars stigs
jafnan:

2x? - 3x+1=x+1

Svo 2x* —4x =0

Vid pattum jofnuna, faum tveer jofnur og leysum:
X(2x—-4)=0 svo x=0eda2x—-4=0 svo x=0 eda x=2.

Lausnirnar eru tveer svo skurdpunktarnir eru tveir og vid héfum fundid x-hnit beggja
skurdpunktanna. Eftir er ad finna y-hnit skurdpunktanna. bad er gert med pvi ad setja
videigandi x-hnit inn i j6fnu linunnar eda jofnu fleygbogans. Pad gefur sému
nidurstodu enda eru y-in jofn i skurdpunkti. Jafna linunnar er einfaldari svo vid notum
hana. b4 feest:

X=0=y=0+1=1sem gefur skurdpunktinn (0,2)
X=2=y=2+1=3 sem gefur skurdpunktinn (2, 3).

Deemi. Reiknadu skurdpunkta fleygboganna y = 2x* —=5x+3 og y = —Xx°* —4x + 2.

Lausn: Leysa parf jofnuna: 2x* —5x + 3= —x* —4x + 2.
Feerum alla lidi i adra hlid, pa feest: 3x* —x+1=0 .

Jafnan hefur enga lausn pvi ad D = b* — 4ac =1-12 = —11 < 0 svo fleygbogarnir
skerast ekki.

Litum a eitt deemi um hagnyta notkun fleygboga.

Deemi: Braut kdlu er gefin med formdlunni y =18+ x—0,05x* par sem v

y er haed kulunnar i metrum yfir jord og x er larétt kastlengd i metrum
medfram jorou.
Hver er mesta haed kdlunnar og hversu langt fra kaststad lendir kulan?
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Lausn: Til ad finna mestu haed kalunnar purfum vid ad reikna y-hnit topppunktsins.:

Studlarnirerua=-0,05, b=10g c=1,8.

X- hnitid i topppunktinum er x = =10 og paer y=18+10-0,05-10%° =6,8m.

_ -1
2-(-0,05)
Til ad finna hversu langt fra kaststad kdlan lendir setjum vid y = 0 og leysum jéfnuna

0=18+x-0,05x> med annars stigs formalunni. Lausnirnar eru
X, ~—-1,7m 0g X, = 21,7 m svo kastlengdin er 21,7 m.

Graf fleygbogans og formerki studla

Heegt er ad finna formerki studlanna a, b og ¢ og adgreinisins D = b® — 4ac Ut fra grafi
fleygbogans y = ax® + bx + ¢ . Formerki a-studulsins sést & pvi hvernig fleygboginn snyr.

Formerki c-studulsins sést a pvi hvort fleygboginn sker y asinn fyrir ofan eda nedan
x-asinn. Formerki b-studulsins sést 4 eftirfarandi hatt: Ef samhverfuésinn er haegra megin
vid x-as (p.e. plismegin) hafa a og b gagnsteed formerki pegar samhverfuasinn er vinstra
megin vid y-asinn (p.e. minusmegin) hafa a og b sama formerki. Loks sést formerki D &
fijolda skurdpunkta vid x-as.

Finndu formerki studlanna a, b og ¢ og formerki

adgreinisins D. = W 3

Daemi. A myndinni sést graf fleyboga y = ax? +bx +c. \ T /

Lausn: Fleygboginn opnast upp svo a > 0.

par sem samhverfuasinn er haegra megin vid y-asinn er talan x = —2£ plustala. Fyrst
a

a er plustala og brotio — B er einnig plustala hlytur b ad vera minustala svo. b < 0.
a

Fleygboginn sker y-asinn fyrir nedan x-asinn svo ¢ < 0.
par sem skurdpunktar vid x-as eru tveir hefur jafnan ax® +bx +c¢ = 0 tveer raetur pannig
ao D > 0.
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Daemi. Teiknadu fleygboga meda<0,b<0,c<00gD =0.

Lausn: Fleygboginn opnast nidur fyrst a < 0. Samhverfuasinn 21
er vinstra megin vid y-asinn pvi ad talan x = —23 er neikvaed

a . .
fyrst a og b hafa sama formerki (badar neikveedar). - \ ?

Fleygboginn sker y-asinn fyrir nedan x-asinn fyrst ¢ < 0.
D =0 svo jafnanax? + bx + ¢ = 0 hefur bara eina rét. Petta
pyadir ad fleygboginn sker x-asinn ndkveemlega einu sinni.

Formid y=a(x—h)2+k

Daemi. Reiknadu hnit topppunkts fleygbogans y = (x — 2)* + 3.

Lausn: Ef reiknad er upp Ur sviganum faest jafnan y = x> —4x+7 svoada=1o0g b = — 4.
Jafna samhverfuassins = x-hnit topppunkts er:

= 8 g og y-hnitid verdur y = (2 -2)? +3 = 3.
2a 2-1

Topppunkturinn i deeminu hér a undan er T = (2, 3) en pad eru einmitt tolurnar tveer sem
koma fram i steedunni (x — 2)* + 3. betta er engin tilviljun, hér & ferdinni almenn regla:

Regla: Fleygboginn sem gefinn er med jéfnunni y = a(x —h)? + k hefur topppunktinn
T=(h,Kk).

Taktu eftir ad formerkid & x—hniti topppunktsins er gagnstaett merkinu i sviganum. pPannig
verdur x-hnit topppunkts plustala ef pad er minusmerki i sviganum og minustala ef pad er
plusmerki i sviganum. y-hnit topppunkts hefur hins vegar sama formerki og talan k.

Hér kemur annad deemi og sidan verdur reglan sonnud.

Deemi. Finndu topppunkt fleygbogans y = —3(x +1)* — 3.

Lausn: h=—-1 og k=— 3 svo ad samkveemt reglunni hérdundanerT=(-1,-3).

Sndum okkur nt ad sénnun reglunnar hér & undan.
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Soénnun: Ef reiknad er upp Ur sviganum faest y = ax® — 2ahx + ah® + k.
Jafna samhverfuassins = x —hnit topppunkts er:

o (—2ah)

> =h og y-hnit topppunkts verdur y = a(h — h)?2 + k = k.
a

Topppunkurinn er pvi T = (h, k).

Regluna er til deemis haegt ad nota til ad finna jofnu fleygboga sem hefur tiltekinn
topppunkt.

Daemi. Finndu jofnu fleygboga sem hefur topppunktinn (4 , — 2).

Lausn: Ein lausn er fleygboginn y = (x —4)? — 2 = x* —8x + 14 . bessi fleygbogi hefur
a = 1 en hnit topppunktsins helst 6breytt pott settur sé einhver annar a-studull fyrir framan
svigann. Allar lausnir & deeminu eru gefnar med jofnunni y = a(x —4)* - 2.

Daemi. Finndu jofnu fleygboga sem hefur topppunktinn (4 , — 2) ef einnig er gefid ad
punkturinn (2 , — 6) er a fleygboganum.

Lausn: Fleygbogi med topppunktinn (4 , — 2) hefur jofnuna y = a(x — 4)* - 2.
Punkturinn (2 , — 6) parf ad passa inni jéfnuna pvi hann er & fleygboganum. Ef talan 2 er
sett i stadinn fyrir x og — 6 fyrir y feest jafnan:

— 6 =a(2 - 4)> -2 sem vid leysum fyrir a:
-6=a(-22%-2 svo

—6=4a- 2 SVO
—4 = 4a SVO
—1=a

Nidurstadan er: y = —(x —4)* —2 = —x* + 8x —18.

Vasareiknirinn

PU getur teiknad fleygboga (og 6nnur grof) i vasareikninum. Veldu GRAPH i
adalvalmyndinni og slddu inn formualuna fyrir fleygboganum. Veldu sidan F6 (DRAW). b4
birtist hnitakerfi og mynd af fleygboganum. Haegt er ad breyta kvérounum a adsunum. pad
er gert med SHIFT F3 (SHIFT V-Window). bu getur pa breytt einingum & dsunum ad vild
eda valio stillinguna F1 (INIT) sem er sjalfgefin eda F4 (STD) en pa verda einingarnar &
asunum minni. Pegar pu hefur fleygboga (eda eitthvert annad graf ) & skjanum og stydur &
SHIFT F5 (SHIFT G-Solv) gefst pér kostur & ad finna reetur, topppunkt, skurdpunkt vid y-as
og skurdpunkt vid annad graf. Pessu er betur lyst i kaflanum um f6ll. Annar moéguleiki & ad
teikna fleygboga er ad velja CONICS i adalvalmyndinni. ba getur pu valid & milli formanna

y=ax’+bx+c og y=a(x—h)*+k. i CONICS gefst kostur & ad lata x og y skipta um
hlutverk og fleygboginn opnast til haegri eda vinstri (“er & hlidinni”).
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pad er algengt ad akvedio samband sé a milli tveggja steerda pannig ad énnur staerdin
akvaradist af hinni staerdinni. Hér eru nokkur deemi um slikt samband.

i) Pegar uppheed er 16gd inn a bankareikning sem ber 6% arsvexti pa fer vaxtagreioslan
sem bankinn greidir ari sidar eftir pvi hver upphaedin var.

i) Ef ekid er i bil & jofnum hrada i dkvedinn tima pé& fer vegalengdin sem ekin hefur verid
eftir pvi hve langur timi er lidinn.

i) y =3x+ 2. Hér er samband milli tveggja steerda x og y sem gefid er med jofnu og
y-steerdin akvardast ef x-staerdin er gefin.

iv) Flatarmal hrings fer eftir pvi hversu stér radius hringsins er.

Oll pessi daemi lysa fyrirbeeri sem kallast fall.

Skilgreining: Ef milli tveggja steerda x og y er samband pannig ad hvert leyfilegt gildi &
steerdinni x akvardar nakveemlega eitt gildi a steerdinni y er sagt ad y sé fall af x.
y-gildin kallast fallgildi.

Oftast er sambandid gefid upp med jofnu eins og i deemi iii) en pad er einnig haegt ad gefa
upp med gildistoflu eda lysa pvi med ordum.

Algengt er ad nota rithattinn f(x) (eda g(x), h(x),....) sem lesié er: “ f af x ”. Jafnan i deemi iii)
liti pa svona ut: f(x) = 3x + 2.

Skilgreining: Mengi allra leyfilegra x-gilda kallast skilgreiningarmengi (eda formengi)
fallsins f og er taknad med Dr.

Mengi allra y-gilda (fallgilda) kallast myndmengi (eda varpmengi) fallsins f og er tdknad
meo Vi.

Ef y-gildin eru porud vid tilsvarandi x-gildi og punktarnir (x , y) merktir inn i hnitakerfi faest
graf fallsins.

Pad er mikilvaegt ad geta lesid, fallgildi, skilgreiningarmengi og myndmengi af grafi.
Fallgildin eru & y-asnum, x-gildin & x-asnum. Skilgreiningarmengio er pad mengi a x-asi
sem er beint undir (eda yfir) grafinu og myndmengio er pad mengi a y-asnum sem er beint
til haegri eda vinstri midad vio grafio.

Strangt til tekid a avallt ad gefa upp skilgreiningarmengi med hverju falli en oft er pvi
sleppt. Er pa gert rad fyrir ad pad sé eins stért og moégulegt er og pa gjarnan allt
rauntalnamengio R.

Al ad pad sé skld mikl
drulla i pessu formengi?
x-in hljdta ad veravoda
skitug.
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Deemi. Gefi@ er fallid f(x) = x* -5x , D, =R.
i) Reiknadu (1) , f(5) og f(-3).

i) Finndu x ef f(xX) = — 6.

iii) Finndu myndmengi fallsins f.

Lausn:
)f(1)=1"-5-1=1-5=-4
f(5)=52-5.5=25-25=0
f(-3)=(-3)*-5-(-3)=9+15=24

i) Leysa parf jofnuna x*> —5x = —6 sem er annars stigs jafna. Vid faerum alla lidi i adra
hlid og pattum (eda notum annars stigs formaluna).

X2 —BXx+6=(x-2)(x-3)=0svo x—-2=0 eda x—3=0 svo x=2 eda x = 3.

iii) Graf fallsins er fleygbogi sem opnast upp og hefur botnpunkt sem er jafnframt laegsti
punkturinn & grafinu pvi ad a = 1 > 0. x-hnit botnpunkts er x = _ZL = —;—51 =2,5 og

o a o
y-hnitid faest med pvi ad setja x-hnitid inn i fallsteeduna:
y=1f(25)=25°-5-25=-6,25.
y-hnit i botnpunktsins er lsegsta y-hnitid a 6llu grafinu sem heldur sidan afram endalaust
upp. (Skodadu grafid i grafiska vasareikninum). | myndmenginu eru pa allar tolur fra og

med —6,25 og uppdr. Ritad med biltaknum: V, =[- 6,25, «|.

Deemi: A myndinni er graf falls f(x).
Notadu myndina til ad finna:

i) Skilgreiningarmengio.
i) Myndmengid.

i) f(-2) , f(0) og f(2).

iv) x ef f(x) = 3.

v) x ef f(x) = 1.

Lausn:

i) Vio gerum raod fyrir ad grafio haldi afram
endalaust og skilgreiningarmengio er pvi R
(allar rauntdlur).

i) Myndmengio er R.

i) f(-2)=-1, f(0)=1, f(2)=3.(Pegarx=—2paery=—1,pegarx=0paery=1
0og pegar x =2 paery = 3).

iv) Finna & x ef y = 3. Hér eru tvo svor; x =—1 og x = 2.

V) Finna d x efy = 1. Svorin eru prji; x~-1,7 , x=0 , x~17.

A vasareikninum pinum eru mérg algeng foll. Sum eru gefin upp med reiknireglu eins og
follin x*,x™*,10* og e* en 6nnur med heitum eins og log, In, sin, cos og tan. PG munt
kynnast peim i naestu afbngum.



50
13. kafli Margliour

Lidastaerdir eins og 2x* —5x° +3x*> +x -4, 2x> —=5x+3 , 5x+6, x> —10g 5 eru allt

deemi um marglidur. Hvern lid ma rita & forminu a - x" par sem n er nattarleg tala eda null
og a er rauntala. Lidinn 5 ma rita sem 5-x° og lidinn x ma rita 1- x".

Haesti veldisvisirinn kallast stig marglidunnar og télurnar sem standa med x-unum kallast
studlar.

Marglidan 2x* —5x° + 3x* + x — 4 er af fjérda stigi og hefur studla2,-5,3,1, - 4.
Marglidan x> —1 er af fimmta stigi og hefur studla 1,0,0,0,0, — 1.

pad kallast stadalform marglidu ef lidirnir eru ritadir i leekkandi rod eftir veldisvisum og
baett er vid peim lidum sem vantar, studlar vid pa hafdir 0 og plusmerki haft & milli allra
lida. Pannig verdur marglidan

x> -1=1-x>+0-x*+0-x*+0-x* +0-x" + (-1 - x°

a stadalformi. Pegar marglida er ritud a stadalformi er fyrsti studullinn kalladur
forystustudull en s& sidasti fastastudull. Taktu eftir ad studlarnir eru alltaf einum fleiri en
stigid.

Almenn fyrsta stigs marglida hefur formio p(x) = ax + b, almenn annars stigs stigs
marglida hefur formid p(x) = ax? + bx + ¢, almenn pridja stigs marglida

p(x) = ax® + bx? + cx + d og svo framvegis. Almenn marglida af nullta stigi hefur formid
p(x) = ¢ par sem c er fasti og ¢ # 0. Marglidan p(x) = 0 kallast nullmarglida. Han er dalitid
sér a bati og hefur ekki stig.

Marglidur eru foll og peim er gjarnan gefid heitid p(x), q(x) eda r(x). Haegt er ad breyta
x-inu i hvada télu sem er og reikna gildi tiltekinnar marglidu. petta pydir ad i
skilgreiningarmengi margliounnar eru allar rauntdlur p.e. Dp= R.

Daemi. Reiknadu gildi marglidunnar p(x) = 2x® —3x* —7x +5 fyrir x = 2,

Lausn: p(2)=2-2°-3.2°-7-2+5=-5,

Graf margliou af nullta stigi p(x) = ¢ (c er fasti og c = 0) er larétt lina.

Graf margliou af fyrsta stigi p(x) = ax + b er skalina.

Graf marglidu af 68ru stigi p(x) = ax? + bx + ¢ er fleygbogi.

Graf marglidu af pridja stigi er slongulaga (skodadu t.d. graf marglidunnar p(x) = x3 i
reiknivel).

Grof marglida af heerra stigi likjast grafi pridja stigs margliou ef stigio er oddatala en
fleygboga ef stigio er slétt tala.

Ré6t marglidu er mikilveegt hugtak sem pu parft ad kunna skil a.

Skilgreining: Talan a kallast rét (eda nullstdd) marglidunnar P(x) ef P(a) = 0. Rétin er
sem sé su tala sem gefur margliounni gildid nall.

? Nullst6d hiytur ad
M. vera stoppustto
@ par sem enginn fer uat.
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Daemi. Syndu ad talan 2 er rét i marglidunni p(x) = 5x° — 7x* —5x — 2.

Lausn: p(2)=5-2°-7.2°-5.2-2=40-28-10-2=0.

R6t marglidu p(x) finnst med pvi ad leysa jéfnuna p(x) = 0.

Daemi. Finndu rét marglidunnar p(x) = 3x — 12 .

Lausn: Leysa parf jofnuna 3x — 12 = 0 sem vid gerum med pvi ad einangra x-id.
3x — 12 = 0 (feerum lidinn 12 i haegri hlid) og faum
3x =12 (deilum med 3) svo

X =4,

Deemi. Finndu rét marglidunnar p(x) = x* —2x —24 .

Lausn: Leysa parf jofnuna x> — 2x — 24 = 0. pbetta er annars stigs jafna sem haegt er
ao leysa med péttun:

x> —-2x—-24=0

(x+4)(x-6)=0

X+4=0 eda x-6=0

X=—-4 eda x=6.

I deeminu hér & undan haféi marglidan tveer raetur. Marglida af pridja stigi getur haft prjar
reetur og almennt gildir ad marglida getur haft jafnmargar raetur og stig hennar er.

Reikningur med marglioum er & margan hatt svipadur reikningi med télum. Haegt er ad
reikna summu og mismun tveggja (eda fleiri) marglida. Pad er einfaldlega gert med pvi ad
finna summu eda mismun lida sem hafa sama stig. Haegt er ad margfalda saman tvaer
margliour (eda fleiri) med pvi ad setja sviga utan um paer og margfalda saman svigana
eins og i venjulegum algebrudeemum.

Daemi. Margfaldadu saman marglidurnar p(x) = 2x*> + 3x —1 og q(x) = X + 2.

Lausn: (2x* +3x —1)(x+2) =2x® +4x® +3x* + 6Xx =X -2 =2X> + 7X* +5x -2

Loks er haegt ad deila einni marglidu i adra margliou ef marglidan sem deilt er med hefur
lzegra eda sama stig og marglidan sem deilt er i. bessi deiling er a margan hatt lik
venjulegri talnadeilingu. Hin samanstendur af premur skrefum sem eru deiling,
margféldun og fradrattur sem eru endurtekin par til deilingu er lokid. Marglidan sem deilt er
med kallast deilir en marglidan sem deilt er i kallast deilistofn. Marglidan sem kemur ut ar
deilingunni kallast kvoti.
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Marglidudeiling
Hér verdur synt deemi um marglidudeilingu. Rita parf badar marglidurnar eftir leekkandi

stigum. Lidurinn med heesta stigid er skrifadur upp fyrstur og sidan lidurinn med naest
haesta stigid o.s. frv. og daemid er sett upp eins og venjuleg talnadeiling:

Daemi. Deildu D(x) = x -1 i P(x) = 3x? — 6x + 4.

Lausn:
Svona er deemid sett upp

Xx—1)3x*>-6x+4

1. skref. Byrjad er & ad deila fyrsta lid i fyrsta lid p.e. x er deilt { 3x? og Utkoman Ur peirri
deilingu sem er 3x (heegt ad reikna i huganum) er ritud ofan a deilingarhasinu

3x

=1 j3><2—6><+4

2. skref. NU er utkoman ur deilingunni 3x margféldud saman vid deilinn x —1.
3x(x — 1) = 3x?> —3x og petta margfeldi er dregid fra deilistofninum:

Ju

w—113x% - Bx + 4

- (3x% -3

3. skref. Neest er sviginn felldur og pa breytast merkin & lidunum sem eru inni i sviganum
og utkoman ar fradraettinum faerd nidur:

au
x—1j3}{2 -Gx + 4
-3%? +3x
-Jx+4

Sidan er petta endurtekid par til marglidan sem kemur nidur eftir fradrattinn hefur leegra
stig en marglidan sem deilt er med (deilirinn) eda afgangurinn er 0. Daemid heldur pa
svona afram: Fyrsta lid er deilt i fyrsta lio p.e. x er deilt i —3x og Gt Ur peirri deilingu kemur
— 3 sem er skrifad upp a deilingarhusiao:

Ix-3
}{—1:]3}{2 -Gy + 4
-3x? + 3y

-du+4
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Utkoman ar deilingunni er margféldud saman vid deilinn: —3(x —1) = -3x + 3 og dregid fra

-2
><—153><2—6>< +4
-3x% + 3y
-3+ 4
-(-3x +3)

Sviginn er felldur, merkjum breytt og utkoman Ur fradraettinum faerd nidur. Hun er talan 1.

3x-3
x—1:_|3><2—6>< + 4
- 3x? + 3%
 —ava
I -3
1

NU er deilingunni lokid pvi ad marglidan sem kom nidur hefur laegra stig (stig 0) en
marglidan sem deilt er med (stig 1). Kvotinn sem feest Ur deilingunni er marglidan 3x — 3
en afgangurinn er marglidan 1. Nidurstéduna ma lika setja fram a eftirfarandi hatt:

3x* —6x+4=(x-D(@Bx-3)+1
eda

2_
3X 6X+4=3x—3+ 1
x-1 x-1

8\ Eg adtla ad selja kvdtann.
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Skemmri deiling

Pegar deilt er med fyrsta stigs marglidu af gerdinni X — a er haegt ad stytta utreikninga og
nota skemmri deilingu sem lika kallast studladeiling. Pa eru eingdéngu ritadir studlar
marglidunnar P(x) sem deilt er i og reiknadir studlar marglidunnar sem kemur ut ar
deilingunni asamt afganginum. Taktu eftir ad pegar deilt er med marglidu af fyrsta stigi pa
er stig kvétans (marglidunnar sem kemur Ut ar deilingunni) einum leegra en stig P(x) og
forystustudull kvotans er sa sami og forystustudull P(x). Litum na & deemi med
studladeilingu.

Daemi. Deildu marglidunni D(x) = x — 2 i margliduna P(x) = 5x® - 7x? —4x + 4.

Lausn: R6t marglidunnar D(x) er 2.

1. skref. ROt margliounnar D(x) er ritud i vinstra hornid og par a eftir studlar
marglidunnar P(x). Par undir er dregid larétt strik .

2|5 -7 -4 4

2. skref. Fyrsti studullinn i P(x) (talan 5) er fluttur beint nidur i svarlinuna fyrir nedan
larétta strikio. Hann er sidan margfaldadur med rotinni i D(x) (2-5=10) og margfeldid er
ritad i annan dalk fyrir ofan larétta strikid.

f -4 4
0

—

H

2] 5 -
!
5

3. skref. Neest er reiknud summa talnanna i 6drum dalki (3) og hun ritud i svarlinuna
fyrir nedan larétta strikio.

2|5 -7 -4 4

10
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4. skref. Naest er summan ur 6drum dalki (3) margféldud vid rotina (2) og utkoman
(6) ritud i pridja dalk a larétta strikinu og sidan reiknud summa talnanna i pridja dalki (2)
og ritud i svarlinuna.

2| 5 -7 -4 4

;Dﬂﬁ
2 3“’?)2

5. skref. Loks er summan ur pridja dalki (2) margféldud mea rétinni (2) og utkoman (4)
ritud i fjoroa dalk & laréttu linunni og summan ur fjérda dalki (8) reiknud og ritud i
svarlinuna.

215 -7 -4 4
10 6 _4

5 3327 8

Vid viljum ad allir séu
vinir og séu ekki ad deila.

NU er deilingunni lokid. Sidasta talan i svarlinunni er afgangurinn en hinar prjar télurnar
eru studlar kvotans sem kemur Ut Ur deilingunni. bPar ed P(x) er pridja stigs marglida
verdur utkoman ur deilingunni annars stigs marglida. Nidurstadan er pa pessi: Kvétinn

sem kemur Gt Gr deilingunni er 5x? +3x+2 og afgangurinn er 8. Haegt er ad rita
nidurstéduna:

3 2
5x° —7x° —-4x+4 _5y? 1 3%+ 24
X—2 X—2
eda

5x3 —7x? —4x+4 =(x-2)(5x* +3x+2) +8

Leifareglan

Pegar deilt er med fyrsta stigs marglidu af gerdinni D(x) = x — a i marglidu P(x) er
afgangurinn (eda leifin) tala. Hana er haegt ad reikna ut fra reglu an pess ad deila.

Samkvaemt reglunni finnst afgangurinn pegar D(x) = x — 3 er deilt i
P(x) = 2x* + 7x —9 med pvi ad reikna P(3) =2-3% +7-3 -9 =30. Talan 3 sem sett var
inn i P(x) er r6t marglidunnar D(x). Reglan kallast leifaregla eda afgangsregla.
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Leifareglan: pegar deilt er med marglidu D(x) = x — a i marglidou P(x) er afgangurinn talan
P(a).

Sonnun: Pegar x — a er deilt i P(x) kemur at dr deilingunni marglida sem vid skulum kalla
Q(x) og afgangur sem er tala (marglida af nullta stigi eda talan 0). Kéllum pessa
afgangstolu r.

Nidurstdduna ur deilingunni ma pa setja fram svona: P(x) = (x — a)Q(x) + .
Gefum nu x-inu gildid a, p.e. latum x = a. bafaest P(a) = (a—a)Q(a) +r=0-Q(a) +r =r.

Daemi. Notadu leifaregluna til ad reikna afganginn pegar D(x) = x — 3 er deilt i
P(x) = 2x® —2x? +5x — 4.

Lausn: Afgangurinn er talan P(3) =2-3%* -2.3° +5.3 -4 =47.

Daemi. Hver er afgangurinn pegar deilt er med D(x) = x + 2 i P(x) = 2x® —2x* +5x -4 ?

Lausn: Afgangurinn er P(-2) =2-(-2)® -2-(-2)* +5-(-2) -4 = -38.

Deemi. Finndu studulinn k ef gefid er ad D(x) = x — 2 gengur upp i P(x) = x® + kx* — 4.

Lausn: Ef deilingin gengur upp pa er afgangurinn 0. Samkvaemt leifareglunni er
afgangurinn P(2) = 2° + k-2° —4 =8 + 4k — 4 = 4 + 4k sem gefur okkur jofnuna:
4+4k=0 svo 4k= —4svo k= —-1.
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Marglidujofnur

I kaflanum um annars stigs jofnuna var ein leid til ad leysa jéfnuna st ad patta hana i tvo
fyrsta stigs sviga og fa fram tveer fyrsta stigs j6fnur. Paer voru sidan voru leystar hvor fyrir

sig og reeturnar fundnar. Til deemis er haegt ad patta x> —5x+6 i (x —2)(x —3) svo

reeturnar eru 2 og 3. En pad ma snua pessu vid og nota reeturnar til ad finna peaettina. pessi
nidurstada er sett fram i eftirfarandi reglu og er han adalreglan i pessum kafla:

Regla: Talan a er rot i margliounni P(x) ef og adeins ef (x — a) er pattur i P(x).

Samkvaemt reglunni (hér er reyndar tveim reglum skeytt saman i eina) fylgir hverri rot
marglidu einn pattur og i hverjum peetti af gerdinni x — a leynist ein roét.

Til ad sanna regluna skiptum vid henni upp i tveer reglur:

i) Ef (x — a) er pattur i marglidu P(x) pa er talan a rot i P(x) p.e. P(a) = 0.
ii) Ef talan a er rot i P(x) pé er (x — a) pattur i P(x).

Sonnun: i) Ef (x — a) er pattur i P(x) pa er haegt ad rita P(x) = (x — a )Q(X) par sem Q(x)
er kvétinn sem kemur Ut pegar (x — a) er deilt i P(x).

Ef x =afaest P(a) = (a—a)Q(a) = 0-Q(a) = 0. bar med hefur verid synt ad talan a er
rot i P(x).

Sonnun: ii) Samkvaemt leifareglunni er P(a) afgangurinn pegar deilt er med (x — a) i
P(x). Nu er P(a) = 0 pvi ad a var rot svo deilingin gengur upp og par med verour (x — a)
pattur i P(x).

Taktu eftir ad merkio i paettinum er gagnsteett vid formerki rétarinnar. Ef rétin er 2 verdur
patturinn (x — 2) en ef rétin er — 2 verdur pétturinn (x + 2).

Pessar tveer reglur eru notadar til ad patta margliour og finna raetur. Fyrst skulum vid lita &
deemi par sem annars stigs marglida er pattud.

Deemi. Pattadu margliduna P(x) = x> —14x - 72 .

Lausn: Finnum raetur margliounnar med annars stigs formualunni:a=1,b=-14,¢c=-72
14 +414% - 4.1.(-72) 14+22
2.1 -

SVO X =

. Lausnirnar verda 18 og — 4.

Rétinni 18 fylgir patturinn (x — 18) og rétinni — 4 fylgir patturinn (x + 4). Ekki geta verio
fleiri paettir med x-um pvi pa verdur stig marglidunnar of hatt. Nidurstadan er
X? —14x —72 = (x —18)(x + 4).
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Audvitad hefdi verid haegt ad finna svarid med pvi ad nota agiskunaradferdina. Ekki er
meelt med ad beita pessari pattunaradferd til ad patta pegar deemid er einfalt.

Daemi. battadu margliduna P(x) = 3x® + bx* + cx + d ef vitad er ad reetur hennar eru
1, 2 og — 2 og finndu sidan studlana b, c og d.

Lausn: paettirnir sem fylgja rétunum eru (x — 1) , (x — 2) og (x + 2). Ekki geta verid fleiri
peettir med x-um pvi pa verdur stig marglidunnar of hatt. Ef pessir svigar eru hins vegar
margfaldadir saman feest marglida sem hefur forystustudul 1 en ekki 3. Til ad fa fyrsta
studulinn 3 verdur ad margfalda margliouna med 3 og svarid er pa

P(x) = 3(Xx = D(x — 2)(x + 2) = 3(x —1)(x* — 4) = 3x® —3x* —12x + 12 . bar med er ljést ad
b=-3,c=-12 og d =12.

Deemi. Leystu jofnuna x°® — 7x* + 10x + 6 = 0 ef gefid er ad x = 3 er ein lausnin.

Lausn: Vid leysum deemid med pvi ad patta j6fnuna. Fyrst x = 3 er rot er x — 3 pattur i
marglidunni x* — 7x* +10x + 6. Hinn patturinn finnst med deilingu. Skemmri deiling gefur:

31 -7 10 B
3 12 -6
1-4 -2 0

Hinn patturinn er pa marglidan X? —4x -2
| stad upphaflegu j6fnunnar héfum vid na fengid tveer adrar j6fnur sem eru:

fyrsta stigs stigs jafnan x — 3 = 0 med lausn x = 3 og annars stigs jafnan x> —4x-2=0
sem vid leysum med annars stigs stigs formualunni. Lausnir hennar eru

4++/24 ~{ 4,449

. Lausnirnar prjar eru pa x =3, x~4,449 og x~ — 0,449.
2 —-0,449

| sidustu tveimur deemum var haegt ad patta jéfnurnar vegna pess ad ein rét eda fleiri
reetur voru gefnar upp. Einnig er haegt ad patta jofnuna ef fastastudullinn er 0 med pvi ad
taka x Ut fyrir sviga. Hvad er til rada ef svo er ekki? | rauninni er fatt til rada en stundum er
haegt ad finna eina rot med agiskun ef allir studlar eru heilar télur. Ef forystustudullinn er 1
eda — 1 er til einfdld reglu um hvernig giska skal a heiltéluroét.

Regla: Ef studlar marglidunnar P(x) eru heilar télur, forystustudullinn er 1 eda -1,
fastastudullinn er ekki 0 og talan t er heiltdlurét i P(x) pa gengur talan t upp i fastastudli
P(x).
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Samkvaemt pessari reglu eru einu heilu télurnar sem geta verid raetur margliounnar
P(x) = x* + 8x* —=5x + 6 tolurnar £1,+2,+3,+ 6, pvi ad petta eru einu heilu télurnar

sem ganga upp i télunni 6. Reyndar er engin pessara talna rét i P(x) svo ad engin rétanna
er heil tala.

Regla pessi verdur sonnud fyrir fjordoa stigs margliou en almenna sénnunin er hlidstaed:

Soénnun: Latum P(x) = x* + bx® + dx® + cx + d.
par semtalanterrotfest t* +b-t> +d-t? +c-t+d=0

svot*+b-t* +d-t?+c-t=-d .
NU sést ad rétin t er pattur i vinstri hlid pvi ad pad er haegt ad taka t ut fyrir sviga:
t(t* +b-t* +d-t+c)=-d

Par sem haegri hlidin er jofn vinstri hlidinni er rotin t lika pattur i haegri hlidinni en pa
gengur rétin t upp i télunni d. (S6nnun er hlidstaed ef forystustudullinna = —1.)

Deemi.
a) Hvada heilu tolur geta verid reetur marglidunnar P(x) = —x° + 3x* —3x-107?
b) Er einhver talnanna i a)-lid rét?

Lausn: a) £1,£2,+5,+10 eru mogulegar heiltdluraetur.
b) Med pvi ad profa tolurnar kemur i ljés ad eina heiltélurétin er talan 2, p.e. P(2) =0
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Hér er ad lokum eitt synideemi par sem finna a reetur fjorda stigs margliou.

Daemi. Finndu allar reetur marglidunnar P(x) = x* — 2x® — 2x* + 6x — 3.

Lausn: beer heilu télur sem geta verio reetur marglidunnar P(x) eru +1 0g + 3.

Préfun synir ad talan 1 er r6t i P(x). Rotinni fylgir patturinn x — 1. NG deilum vid honum i
P(x) og notum skemmri deilingu:

-
L
&
L%

Ut ar deilingunni feest marglidan Q(x) = x* — x* — 3x + 3. Vid giskum aftur & heiltélurot
og til greina koma télurnar =1 og + 3. Talan 1 reynist aftur vera r6t og henni fylgir aftur
péatturinn x — 1 sem vid deilum i Q(x) med skemmiri deilingu:

1]/ 1 -1 =3 3
1 0 -3
1 0 -3 0

Ut dr deilingunni faest annars stigs marglidan S(x) = x* — 3. Vi finnum reetur hennar
med pvi ad leysa annars stigs jofnuna x> —3 =0 og faum x = +4/3.
Reetur P(x) eru pa tolurnar 1 og + V3.




61
14. kafli Formerki margliou — formerkjamyndir — 6j6fnur

Hvad er att vio med formerki marglidu? Skodum til deemis margliduna

P(x) = 3x® —5x* + 8x — 4. begar x-inu er gefid akvedid gildi og reiknad samkveemt reglu
marglidunnar fast mismunandi utkomur, sumar eru plastélur en adrar eru minustélur:
P(2) =16, P(-3) =-154, P(4) = 140 o.s.frv. P(x) = 0 ef x er r6t en hvada x-gildi gefa
jakveedar utkomur og hvada x-gildi gefa neikveedar utkomur? Svar vid peirri spurningu
feest med pvi ad kanna formerki marglidunnar a formerkjamynd.

Ef marglidan hefur stigid nall pa er hun annad hvort alltaf jAkveed eda alltaf neikvaed.

Daemi. Kannadu formerki margliounnar P(x) = 3.

Lausn: P(x) = 3 er alls stadar jakveed, p.e. P(x) > O fyrir allar télur x m.6.0. Vx e R.
Graf margliounnar er larétt lina sem liggur yfir x-asi.

Daemi. Kannadu formerki marglidunnar P(x) = — 2.

Lausn: P(x) = — 2 er alls stadar neikvaed. (P(x) <0, V x € R). Graf marglidunnar er
larétt lina sem liggur undir x-asi.

Marglida af fyrsta stigi hefur eina rot og formerki hennar breytist eftir pvi hvort x-gildid er
haerra eda laegra en rotin.

Daemi. Kannadu formerki margliounnar P(x) = 2x — 6.

Lausn: Vid leysum deemid med hjalp formerkjamyndar sem hér verdur lyst. Vid finnum
fyrst rot margliounnar sem er talan x = 3. Vid teiknum talnalinu (x-linu) og merkjum
rétina 3 inn & hana og par fyrir nedan setjum vio 0. Ef valid er x-gildi sem er haerra en 3,
t.d. x = 5, verdur marglidan jakveed, P(5) = 4 > 0. Vid synum petta med plusmerki undir
tilsvarandi hluta talnalinunnar. Ef valio er x-gildi sem er leegra en 3, t.d. x = 1, verdur
marglidan neikveed, P(1) = — 4 < 0. Vid synum petta med minusmerki undir tilsvarandi
hluta talnalinunnar.

Myndin hér fyrir nedan kallast formerkjamynd (formerkjalina) marglidunnar.

[ rauninni ma segja ad petta sé eins konar mynd af grafi marglidunnar. Linan med
orinni er venjuleg talnalina og rot margliounnar er merkt inn & hana. Minusmerkid undir
talnalinunni merkir ad marglidan er neikvaed (grafid er undir x-asi) a bilinu ]— 0, 3 [ og
plusmerkid undir talnalinunni merkir ad marglidan er jakvaed (grafio yfir x-asi) a bilinu
|3, [. Marglidan er nall ef x = 3.

[ stuttu mali: Rot(raetur) marglidunnar er merkt inn & talnalinuna og par fyrir nedan eru
formerki margliounnar synd.
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Daemi. Kannadu formerki marglidunnar P(x) = x> —x — 2.

Lausn: Vid pattum margliduna i tvo sviga (x + 1)(x — 2). ba sést ad reeturnar eru —1 og
2. Ef marglidan hefdi verid illpattanleg pa hefdi verid heegt ad finna raeturnar med annars
stigs formulunni.

Neest eru reeturnar merktar inn a talnalinu i steerdarr6d. Pa skiptist talnalinan i prja bil:
]—oo,—l[ , ]—1, 2 [ og ]2,oo [ og finna parf formerki marglidunnar & hverju bili.

Ef valin er ein tala i hverju bili og gildi marglidunnar reiknad (t.d. er P(-2) =4, P(0) = -2
og P(3) = 4) kemur i ljos ad marglidan er jakvaed & fyrsta bilinu, neikveed a 6dru bilinu og
aftur jdkveed & pridja bilinu og par med feest eftirfarandi formerkjamynd:

. -1 2
x—lina ; ;
(34171 (%-2) + 0o — o0 +

Eins og fram kom i deeminu hér & undan er petta eins konar mynd af grafi marglidunnar
en pad er fleygbogi sem opnast upp. Plasinn merkir ad grafio er yfir x-asi og minusinn
aod grafid er undir x-asi en raeturnar eru par sem grafid fer i gegnum x-asinn. pvi veeri
haegt ad gera pessa formerkjamynd at fra grafinu.

Nidurstadan er pa pessi. Marglidan er jakvaed ef x ]—oo,—l[u ]2,oo [ marglidan er

neikveed ef x e]-1,2[ oa maralidan er 0 ef xe {-1,2}.

Annar mdguleiki & ad gera formerkjamynd er ad gera eina formerkjalinu fyrir hvern patt og
margfalda formerkin sidan saman til ad fa formerkid a margfeldinu. Svona myndi pad lita
at:

-1 2
%+ - 0 + +
— 2 — — 0 _|_
(1) (-2 + 0o — o +
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Daemi. Kannadu formerki marglidunnar P(x) = x* + 3x + 5.

Lausn: Marglidan hefur engar rauntolureetur pvi ad D = 3° —4-1-5 = 11 er neikvaed
tala. Formerki hennar geta pvi ekki breyst. (Formerki itkomanna er avallt plus eda
avallt minus.) N6g er ad reikna eitt gildi a marglidunni. P(1) = 9 er plUs tala og par med
er marglidan jakveed, p.e. P(x) > O fyrir 6ll x-gildi. Svona litur formerkjamyndin ut.

% —lina

P{x) +

Graf marglidunnar liggur alls stadar yfir x-asi.

Hér er almenn lysing & pvi hvernig nota méa formerkjamynd til ad syna formerki margliou:

1. skref. Fyrst parf ad finna raetur margliounnar. Ef marglidan er af pridja stigi eda enn
heerra stigi getur purft ad patta hana nidur til ad reeturnar komi i ljos en reetur annars
stigs marglidu er alltaf haegt ad finna med annars stigs formualunni.

2. skref. Reeturnar eru merktar inn & talnalinu og talan 0 sett par fyrir nedan. Raeturnar
skipta talnalinunni upp i bil: tvé ef marglidan hefur adeins eina rét, prju bil ef reeturnar
eru tveer, fjogur bil ef reeturnar eru prjar o.s.frv.

3. skref. Finna parf formerki marglidunnar & hverju talnabili annad hvort med pvi ad
reikna gildi marglidunnar a viokomandi talnabili eda med pvi ad skoda graf
marglidunnar.

4. skref. Sett er plusmerki undir talnalinunni par sem marglidan er jakvaed en
minusmerki par sem marglidan er neikvaed.

5. skref. Nidurstadan ur formerkjamyndinni er sidan skrad, pad er ad segja talnabilin
par sem P(x) > 0 og talnabilin par sem P(x) < 0.
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Daemi. Kannadu formerki P(x) = x> —6x + 9.

Lausn: Marglidan hefur eina ro6t sem er talan 3 og rotin skiptir talnalinunni i tvo bil:
]-,3[ 0g | 3,[. P(x) er jakveed & badum bilunum: P(1) = 4 og P(4) = 1. betta
meetti einnig sja a pvi ad grafid er fleygbogi sem opnast upp og liggur yfir x-asi badum
megin vid rétina.

Formerkjamyndin verdur pvi svona:

¥—lina

P{x) +

[

Nidurstadan erad P(x) =0efx=3 0g P(X) >0 ef x ]—oo,3 [u ]3,oo[ eda m.o.o.
P(x) =0 ef x =3 og P(x) > 0 ef XER\{B}.

Daemi. Kannadu formerki marglidunnar P(x) = x> — 2x* —5x +10.

Lausn: Finnum eina heiltdlurét med agiskun. baer heilu tdlur sem til greina koma eru
{i 1,£2,+ 5,110}. Profun leidir i 1jos ad talan 2 er rot. Rotinni fylgir patturinn x — 2
sem er deilt i P(x) med skemmri deilingu:

31 -2 -5 10

2 0-10
1 0 =5 0

Ut dr deilingunni faest marglidan x2 — 5 og reetur hennar ma finna beint (eda med
annars stigs formdlunni): x2-5=0

X2 =5 svo X =145 (= +2,24)

Rétunum premur er radad a talnalinu sem skiptist upp i fjogur talnabil. Formerki P(x)
eru fundin & hverju bili. Formerkjamynd verdur svona:

¥ — lina |
P(x}) — 0 + o -0 +

Nidurstadan er ad marglidan er neikveed ef x e ]— 0, — J5 [u ]2,\/5[ en marglidan
er jakvaed ef x < |-+5,2|U|V5,%| . Marglisan eroef x < {2, 45, 5.
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Ojofnur leystar med formerkjamyndum

Haegt er ad nota formerkjamynd til ad leysa annars stigs 0jo6fnur og 6jofnur af heaerra stigi.
Adferdin er eins og hér er lyst:

1. skref. Feaera parf alla lidi i sdmu hlid 6jéfnunnar og koma henni par med a formio
P(x) >0 eda P(x) <0 (eda P(x) >0,P(x) <0).

2. skref. Gerd er formerkjakonnun & marglidunni P(x) svo ad finna parf reetur
marglidunnar og gera formerkjamynd.

3. skref. Talnabilin par sem marglidan er jakveed eru skrifad upp ef 6jofnumerkio er
“>“en annars pau talnabil par sem marglidan er neikvaed ef 6jofnumerkid er “ < “.

Athugasemd: Ef merkid i 6jéfnunni er < eda >eru reeturnar med i lausnabilunum og pau
eru pa lokud i pann enda.

Daemi. Leystu 6jofnuna x> — 2x > 3x + 6.
Lausn:

1. skref: Feerum alla lidi i adra hlid: x> —=5x — 6 > 0.

2. skref: Reeturnar eru x = —1 og x = 6. (Finnst med pattun eda annars stigs
formulunni.) Merkjum paer inn & talnalinu og finnum formerki marglidunnar

P(x) =x* — 5x — 6.(Sja mynd).
3. skref: Lausn 6jofnunnar eru talnabilin par sem marglidan er jakveed, svo

X e]—oo,—l[u]6,oo[

V
ad formerkjum.
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15. kafli Reed foll — 6jéfnur med brotum

2 —
Follin f(x) = =%, g(x) = —>— , h(x) = = -2**Z or; deemi um reed foll. Reed foll
3Xx—6 X +5 X

eru brot par sem teljari og nefnari eru marglidur, m.6.0. foll sem heegt er ad rita a forminu

% par sem p(x) og q(x) eru marglidur. EKki er haegt ad deila med 0 og pvi getur vantad
q(x

tolur i skilgreiningarmengi peirra. Pad eru peer tolur sem eru raetur marglidunnar i
nefnaranum.

eru allar rauntdlur nema talan 2

Daemi. | skilgreiningarmengi fallsins f(x) =

sem er r6t marglidunnar 3x — 6: D, =R \ {2}.

Deemi. Skilgreiningarmengi g(x) = — E er D, =R (allar rauntélur) pvi marglidan i
X* +

nefnaranum x* + 5 hefur enga rot.

2 —
Daemi. Skilgreiningarmengi fallsins h(x) = %)(:2 erD, =R\ {—2,2} pvi
X

marglidan i nefnaranum hefur reeturnar — 2 og 2.

Almennt gildir:

Skilgreiningarmengi reeda fallsins f(x) = ? er

(x)
D; =R \ {reetur marglidunnar q(x) }.

Haegt er ad kanna formerki raeds falls f(x) & sama hétt og formerki marglidu.

1. skref. Finna parf allar reetur teljara og nefnara.

2. skref. Reeturnar eru merktar inn & talnalinu, ritad O fyrir nedan raetur teljarans en
eldingarmerki fyrir nedan raetur nefnarans. Raeturnar skipta talnalinunni upp i talnabil og
formerki brotsins eru fundin & hverju talnabili.

3. skref. par sem brotid er jakveett er ritad plas fyrir nedan talnalinuna en minus fyrir
nedan talnalinuna par sem brotid er neikveett.

Af formerkjamyndinni er haegt ad lesa & hvada bilum brotid er jakveett og a hvada bilum

pad er neikveett.
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X—3
2X + 4

Daemi. Kannadu formerki fallsins f(x) =

Lausn:

1. skref. Rotin i teljaranum er talan 3 en rétin i nefnaranum er talan — 2.

2. skref — 4. skref. Merkjum — 2 og 3 inn a talnalinu sem skiptist pa i prju bil,
reiknum formerki fallsins & hverju bili og merkjum inn & myndina.

-2
¥—lina ;

f(x) + é —

L By ol ]

Nidurstadan er pa: f(x) > 0 ef Xe]—oo,—Z[U]B,oo[
f(x)<Oef xe]-2,3[ ogf(x)=0efx=3.

Ojofnur med brotum eru leystar med formerkjakénnun & raedu falli.

1. skref. Faera parf alla lidi i sdmu hlid pannig ad 0 sé i annarri hlid 6j6fnunnar.

2. skref. Ef ¢jafnan inniheldur baedi brot og lidi eda fleira en eitt brot, parf ad sameina
steeduna i eitt brot, p.e. finna samnefnara, lengja og leggja saman (draga fra).

3. skref. Gerd er formerkjamynd fyrir brotid.

4. skref. Lausn ¢éjofnunnar er lesin af formerkjamyndinni.

Athugasemd: Ef éjofnumerkid er < eda > pa eru reetur teljararans med i talnabilunum og

pau eru pa lokud i pann enda. Raetur nefnarans eru hins vegar ekki med pvi ad peer eru
ekki i skilgreiningarmengi reeda fallsins. Litum ad lokum a skyringardaemi:
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Deemi. Leystu 6jofnuna >—> > 2.
X+1
Lausn:
1. skref. Faerum lidina i vinstri hlia: b= _2 >0
x+) 1

2. skref. Gerum vinstri hlidina ad einu broti med pvi ad lengja. Samnefnarinn er

(x + 1) og adeins parf ad lengja seinna brotid. Nidurstadan verdur:
(C=x)-2x+1) og pegar teljarinn er reiknadur faest djafnan 3=3X50

(x+12) (x+12)

3. skref. Neest finnum vid raeturnar. Talan 1 er rét i teljara og talan -1 i nefnara.
Merkjum peer inn & talnalinu sem skiptist pa i prju talnabil og finnum formerki reeda

3-3x

fallsins f(x) = a hverju talnabili. Svona verdur formerkjamyndin:

-1

—

% —lina

f(x) —é' +

:::-
I

Bili® yfir plasmerkinu &samt tdlunni 1 er lausn éjéfnunnar svo lausnin erx e |-1,1} .

<X+1

Daemi. Leystu 6j6fnuna x+1

Lausn:

1. skref. O —(X+1) < 0.
(x-2) 1

2. skref. CE SO (G5 2) <0

(x-2)
X+1-X* +2X—-X+2 —X*+2x+3

Reiknum upp Ur teljaranum og faum <0
PP J g x-2) (x-2)
_y?2
3. skref. Gerum formerkjamynd fyrir brotid f(x)= % . Reetur teljarans eru
X_
— 1 og 3 og rét nefnarans er 2.
-1 2 3
%= lina f } }
x) +0 — ¢ + 0 —
L

Bilin yfir minusmerkjunum eru lausn 6jofnunnar svo lausnin erx e |-1,2[U]3,] .
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16. kafli Jofnur og 0j6fnur leystar & grafi

Ef grof tveggja (eda fleiri) falla eru teiknud inn i sama hnitakerfi er haegt ad lesa af
myndinni hvar follin gefa sému atkomur eda hvar annad fallid gefur steerri eda minni
utkomu en hitt fallid. Svarid getur p6 ordid nokkud énakveemt. Follin f(x) og g(x) eru j6fn
par sem grof fallanna skerast. Ef annad fallio gefur steerri itkomu en hitt fallio t.d.

f(x) > g(x) pa eru y-hnit punktanna a grafi fallsins f(x) steerri en y-hnitin & grafi fallsins g(x)
og pé liggur graf fallsins f(x) yfir grafi fallsins g(x). A tilsvarandi hatt liggur graf fallsins f(x)
undir grafi g(x) ef f(x) < g(x).

i) Lausn jofnunnar f(x) = g(x) er x-hnit skurdpunkta grafanna.

i) Lausnin & ¢jofnunni f(x) > g(x) er pad bil a x-asi par sem graf f(x) liggur yfir grafi g(x).
Ef 6jafnan er f(x) > g(x) er x-id i skurdpunkti (skurdpunktum) grafanna med i svarinu
og bilid er lokad i pann enda.

iii) Lausnin a 6jofnunni f(x) < g(x) er pad bil a x-asi par sem graf f(x) liggur undir grafi
g(x). Ef ¢jafnan er f(x) < (x) er x-id i skurdpunkti grafanna med i svarinu og bilid er
lokad i pann enda.

Ekki er rAdlegt ad nota pessa adferd nema buid sé ad teikna upp grof fallanna.

Daemi. A myndinni sést fleygboginn f(x) = x> —2x — 3 og linan g(x) = — 2x + 1. Notadu
myndina til ad leysa i) jofnuna x* — 2x — 3 = =2x +1 ii) 6j6fnuna x* —2x —3 < -2x +1.

Lausn: A myndinni sjast fleygboginn og linan.

i) X-hnit skurdpunktanna eru x = -2 og x = 2.
svo lausnamengid er {-2,2 }.

i) Fleygboginn liggur undir linunni & milli
skurdpunktanna. Bilid & x-asi sem samsvarar
beim hluta fleygbogans er pvi |-2 , 2[.
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Jafna fleygboga fundin at fra grafi.

[ kafla 11 var fjallad um fleygbogateikningar. Fram kom ad fleygbogi sem gefinn er med

jofnunni y = ax? +bx +c sker y-asinn i punktinum (0, c¢). Studullinn a gefur hins vegar

upplysingar um légun fleygbogans, pad er ad segja hvort hann opnast upp (ef a er
plustala) eda nidur ( ef a er minustala) og hversu brattur hann er. Allir fleygbogar sem hafa

sama a-studul eru jafn brattir. Athugum fyrst fleygbogann med jofnuna y = x?2 (pad er med
a-studul 1). Eins og fram kemur & medfylgjandi mynd er haekkunin Ut fra botnpunkti pessi
R s e

larett feersla | 16drett feersla b oy =2

b o )

,,,,,,, - 8"”’*7””’r”’

__________ ?._____J_____L__ [ ——
2 2°=4 ! ! ! ! :
3 g e
oo A
777777777777777 ‘—,,,,,
1
i 9
_________________ L2
P
SR -
| |
Il
P-4
I
__________ |
[~
P
| i X
2 3

Fyrir fleygboga med a = 2 (t.d. y = 2x?)
er [6drétta breytingin tvofalt meiri en fyrir

a=1

|arétt feersla | 160rétt feersla
1 2.12=2
2 2.22_8

Og fyrir a = 3 er han prefalt meiri, eda almennt a sinnum
meiri. Petta pydir einfaldlega ad a studullinn er su l6drétta
breyting sem verdur pegar farin er ein eining til haegri ut
fra botnpunkti (topppunkti).
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Daemi. Finnum studulinn a at fra myndinni.

Lausn: A myndinni sést ad a = 1 (férum eina einingu til heegri
fra botnpunkti og l6drétta breytingin er 1).

Daemi. Finndu a-studulinn at frA myndinni.

Lausn: Hér er a minustala (fleygboginn opnast nidur) og a
myndinni sést ad a = - 2.

Dami. Finndu jofnu fleygbogans 4 myndinni.

Lausn: Samkvaemt deeminu efst & sidunni er a = 1. Hnit topppunktsins
eru(2,-1).
Samkveemt kafla 11 ma rita jo6fnu fleygboga med topppunktinn (h, k) a

forminu y =a(x—h)? + k svo jafna fleygbogans @ myndinni er
y=1-(x-2)2 +(-1) sem verdur y = x? —4x +3 ef margfaldad er upp Ur svigunum.
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Deaemi. Finndu j6fnu fleygbogans & myndinni.
Lausn: Samkveemt deemi & bls. 71 er a = - 2. Hnit topppunktsins eru
(1, 8) svo jafna fleygbogans a myndinnier y=-2-(x ~1?+8 sem

verdur y = -2x2 + 4x + 6 ef margfaldad er upp ur svigunum.

Ef ekki er peegilegt ad lesa hnit topppunktsins af grafi ma fara adra leid
(sja deemi hér & eftir).

Daemi. Leysum deemid hér & undan med annarri adferd og notum
reeturnar og c-studulinn.

Samkvaemt myndinni eru raeturnar r = -1 og s = 3 og c-studullinn er 6. Samkvaemt
pattareglunni ma rita j6fnu fleygbogans a forminu y =a(x—r)(x—s) =a(x + 1)(x — 3).

Til ad finna a-studulinn setjum vid hnit punktsins (0, 6) (hnit skurdpunkts fleygbogans vid
y-as) inn i j6fnuna og faum pa ad 6 =a(0+1)(0-3)=-3a svo a=-2 og jafnan verdur pa

y=—2(x+1)(x—3)=—2x2+4x+6.

Deaemi. Finndu jofnu fleygbogans at frA myndinni.

Lausn: Hér er ekki paegilegt ad lesa hnit topppunktsins af
myndinni svo vid notum adferdina i sidasta deemi.
Raeturnarerur=-30g s =4 og c= -6 svo jafnan er

y =a(x + 3)(x—4). Setjum inn hnit skurdpunkts vid y-as p.e.
hnit punktsins (0, — 6) og faum ad

—-6=a(0+3)(0-4)=-12a svo a:%

og jafnan er pa y:%(x+3)(x—4):%x2 —%x—6.
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17. kafli Algildi

Haegt er ad tengja sérhverja rauntolu vid punkt & linu sem vid kéllum talnalinu. Talan O er
merkt einhvers stadar & linuna og talan 1 haegra megin vid 0. P& er buid ad akvarda hver
lengdareiningin er. Adrar tolur er sidan haegt ad merkja inn i steekkandi r6d fra vinstri til
haegri sem er stefna talnalinunnar.

Hann hiytur ad vera
feitari en &g pessi
algildil

Sérhver tala er i akvedinni fjarleegd fra télunni 0. Fjarleegd tolu t fra télunni 0 &
talnalinunni kallast algildi eda t6lugildi télunnar t og er taknad med tveimur l6dréttum
strikum utan um t6luna t, pad er ad segja med |t|.

Daemi. Hvert er algildi télunnar i) 3, ii) — 4, iii))0?

Lausn: i) [3|=3,ii)|-4|=4,ii)|0|=0

Skilgreining: Algildi télu t, taknad | t|, er fiarlaegdin milli télunnar t og télunnar 0 &
talnalinunni.

Taktu eftir ad algildi télu getur ekki verid neikvaed tala pvi ad fjarleegd getur ekki verid
minustala.

Talan 0 er eina talan sem hefur algildid 0 og sitthvoru megin vid téluna 0 & talnalinunni eru
avallt tveer tolur med sama algildi, til deemis er |3 | = |- 3| en almennt gildir um allar

rauntolur tad |t|=|-t|. Algildi t6lu er talan sjalf ef talan er 0 eda jakvaed en algildi
neikvaedrar t6lu er gagnsteett vid téluna sjalfa. (|3 | =3 og |- 3| = 3 = —(-3)) bvi er haegt
aod skilgreina algildi a eftirfarandi hatt:

x ef x>0

Skilgreining: Algildi tolunnar x taknad | x | ={ f 0
-x ef x<

[ lj6si pessarar skilgreiningar ma segja sem svo ad algildi breyti ekki télunni 0 eda
plustélum en skipti um formerki & minustélum og geri paer par med ad plastélum.
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P06 ad algildio sjélft geti ekki verid minustala getur ttkoman Ur reiknideemi par sem algildi
kemur vid sdgu verid minustala. Algildi & sama forgang og svigi i reiknideemum med
algildi.

Daemi. Reiknadu | 2x | — |3y | ef x=-5 og y =4.

Lausn: Setjum inn gildin & x og y og reiknum gildi steedanna inni i hvoru algildi, naest
reiknum vid algildin og sidan mismun algildanna:
|2-(-5)|-|3-4|=|-10|-|12|=10-12 = -2

Ef a og b eru tveer tdlur a talnalinunni er feerslan fra a til b talan b — a.

Feerslan er jakveed ef b > a (faerslan er pa til haegri i samraemi vid stefnu talnalinunnar) en
neikveed ef b < a (feerslan er pa til vinstri). Fjarlaegdin & milli talnanna finnst med pvi ad
draga leegri téluna fra haerri télunni en hana ma einnig reikna med pvi ad finna algildi

feerslunnar p.e. med pvi ad reikna | b —a|. betta er nidurstadan:

|b-a| = fiarleegdin & milli talnanna a og b & talnalinunni.

Algildisjofnur eru jofnur par sem x-id (eda dpekkta steerdin) er inni i algildi. Til ad leysa
slika jofnu parf ad losna vid algildid Ur jéfnunni og leysa hana sidan a videigandi hatt.

Hér verda syndar tveer leidir til ad leysa einfaldar fyrsta stigs algildisjofnur.

Deemi. Leystu jofnuna | x | =5.

Lausn: Finna a hvada télur eru i fjarlaeegdinni 5 fré télunni 0 & talnalinunni en pad eru
augljéslega tolurnar 5 og — 5 svo lausnin er x = 5.
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I neesta daemi verda syndar tveer leidir til ad leysa daemid.

Daemi. Leystu jofnuna | x - 3| =2.

Lausn:
Leid 1. Steerdin | X-3 | = fjarleegd tolunnar x fra télunni 3 & talnalinunni. Finna & hvada

tala x er ef fjarleegdin & milli x og 3 er 2. En pad er audleyst ef vid skodum deemid &
talnalinunni.
Lausnin er augljéslega x =1 eda x = 5.

N

1
|
|

L 4=
L =1

NO—

Y
2

Leid 2. Einu télurnar sem hafa algildio 2 eru télurnar 2 og — 2 og par med hlytur staerdin
X — 3 ad vera 2 eda — 2 og i stad algildisjéfnunnar fast tveer venjulegar jéfnur sem eru
leystar med pvi ad einangra x-id:

X—-3=2 eda x-3=-2
SVO x=2+3eda x=-2+3
svo X =5 eda x=1

Daemi. Leystu jofnuna | x +1|=5

Lausn: Fyrst algildid er 5 er steerdin inni i algildinu 5 eda — 5 :
Xx+1=5 eda x+1=-5 svo
Xx=4 eda =-—6

Ef vid aetlum ad leysa j6fnuna med talnalinuadferdinni verdur ad rita staerdina inni i
algildinu sem mismun en pad er einfaldlega haegt ad gera med pvi ad nota ad “ + = —(-)”

og deemid verour | X — (—1)| = 5. Fjarleegoin a milli télunnar x og télunnar —1 a ad vera 5.

N

X -6 1 4
J

Y
5

(U=

Lausnin er pvi x=—6 eda x = 4.
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Pegar algildisjafna er leyst med reikningi eins og i leid 2 hér ad framan geta fengist lausnir
sem eru ogildar. bvi er naudsynlegt ad profa lausnirnar, p.e. athuga hvort paer passi inn i
upphaflegu j6fnuna.

Daemi. Leystu jofnuna |x+1|=4 - 2x

Lausn: Steerdin inni i algildinu er annad hvort j6fn steerdinni 4 — 2x eda gagnsteedu
steerdinni — (4 — 2x) = 2x — 4. betta gefur okkur tveer jofnur:

X+1=4-2x eda X+1=2x-4 svo
3x=3 eda 5=x svo
x=1 eda Xx=5

Préfun & lausnum: [1+1|=4-2-1 svo |2| =2 sem passar.

|5+1|=4-2-5 svo |6|=— 6 sem passar ekki.

Daemid hefur pvi adeins eina lausn sem er x = 1.

Ad lokum verdur synd onnur adferd til ad leysa algildisjofnur. HUn byggist & peirri reglu ad
|x |2 = x? gildir fyrir allar rauntdlur x. Feerum fyrst algildid i adra hlié jéfnunnar og adra lidi i

hina hlid og setjum svo badar hlidar jéfnunnar i annad veldi og breytum algildismerkinu i
sviga. Leysum svo jofnuna sem pa kemur fram. Préfa parf lausnirnar med pvi ad setja peaer
inn i upphaflegu algildisjofnuna. Leysum ad lokum sidasta synideemi med pessari adferd.

Daemi. Leystu jofnuna |x +1| =4 - 2x.

Lausn: Algildid er i annarri hlid og adrir lidir i hinni hlid svo vid byrjum a ad hefja badar
hlidar i annad veldi og breytum algildinu i sviga:

(x +1 = (4-2x)

Reiknum upp Ur svigunum og faum annars stigs jofnuna: x? +2x+1=16—16x + 4x>.

Faerum alla lidi i adra hlid og faum 3x* —18x+15=0
Leysum annars stigs jofnuna med annars stigs formulunni:

a=3,b=-18,c=150gD = 182 —4.3.15=144svo lausnirnar eru
18 +/144 _{5

2.3 1

Préfun & lausnum: [1+1/=4-2-1 svo |2|=2 sem passar.

|5+1|=4-2-5 svo |6|=— 6 sem passar ekki.

Daemid hefur pvi adeins eina lausn sem er x = 1.
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