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Kafli 1 — Vigrar

Morg fyrirbaeri i nattarunni hafa baedi steerd og stefnu svo sem kraftur, feersla, hradi,
hrédun og skridpungi. Pessum fyrirbgerum er lyst i staerdfraedinni med strikum sem hafa
stefnu, p.e. drvum, sem kallast vigrar (vektorar). Ordid vigur pydir spjot. Hér er mynd af

tveimur vigrum.

Vigrar eru taknadir med litlum feitletrudum bokstéfum svo sem a, b, ¢ eda med litlum
bokstéfum med striki eda or yfir (5 , b , C)eda E, B_C, CD, par sem fyrri bokstafurinn
er upphafspunkur og seinni békstafurinn endapunktur vigursins (oddurinn a érinni).

pannig er A upphafspunktur og B endapunktur vigursins AB og stefnan er fra A til B. |
textanum, sem hér fer a eftir, er ymist notud feitletrun eda yfirstrikun til ad tdkna vigra.

Vigurinn BAer jafnlangur AB en hefur gagnstaeda stefnu. Vigrar sem eru jafnlangir en
hafa gagnsteeda stefnu kallast gagnsteedir vigrar. Sa vigur sem er gagnstaedur AB er
einnig tdknadur — AB (p.e. — AB=BA)
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Vigur sem hefur lengdina nall kallast nallvigur (taknadur 6). Hann hefur enga stefnu og
litur Gt eins og punktur. Allir vigrar sem hafa sama upphafs- og endapunkt svo sem

M, BB, ..eru nuallvigrar.

Vigur sem hefur lengdina 1 kallast einingarvigur.

Lengd vigurs er jakveed tala (nema vigurinn sé nullvigur en pa er lengdin talan 0) og er han
taknud med tveimur l6dréttum strikum. Pannig er lengd vigursins a taknud med ‘ a ‘ EKKki

ma rugla saman vigrinum p.e. drinni og lengd vigursins sem er tala.

Vigur akvardast eingdngu af steerd sinni og stefnu pannig ad tveir vigrar eru jafnir (eins) ef
peir eru jafnlangir og med sému stefnu. Petta hefur i for med sér ad haegt er ad feera vigra
til og lata hvada punkt sem er vera upphafspunkt.

Daemi 1.1 A myndinni sjast sex eins samsidungar. Finndu alla vigra & myndinni sem eru

o /) ) )
-y

Lausn: BG, CH, EJ, FK og GL.

Samlagning vigra

I nattarunni leggjast vigrar saman. begar madur gengur Uti i vindi eykst hradinn ef
vindurinn er i bakid en tefur for pegar a moti blaes. Ef bati er r6id yfir a parf ad stefna upp i
strauminn ef lenda skal & bakkanum beint & méti. | bAdum pessum deemum leggjast vigrar
saman. Hradi mannsins og hradi vindsins i fyrra deeminu og straumhradi vatnsins og hradi
batsins i seinna deeminu. Hér & eftir fer skilgreining & samlagningu vigra.

Efazﬁogﬁzﬁipéer

a+b=AB+BC=AC
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Taktu vel eftir ad endapunktur AB er upphafspunktur BC. Til ad haegt sé ad syna

samlagninguna a + b a mynd parf sem sé vigurinn b ad vera i framhaldi af a likt og verio
sé ad leggja elnstefnuakstursveg ar tveimur vegarspottum Utkoman Gr samlagningunni

p.e. vigurinn a + b er svo orin fra upphafspunkti a til endapunkts b.

Daemi 1.2 Gefnir eru tveir vigrar a og b. Syndu samlagninguna a+b a mynd.

Lausn: Teiknum vigurinn b iframhaldi af a. Teiknum svo 6r med stefnu fra
upphafspunkti a til endapunkts b. (Sja mynd.)

@l

Venjulegar reiknireglur gilda um samlagningu vigra, p.e. vixlregla og tengiregla.

Vixlregla: a+b= b+a

Tengiregla: (5+5)+E —a+ (5 +E)

Sonnun a vixlreglu.

Vigrarmir a og b mynda samsidung (sja mynd). D a c
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Daemi 1.3 Reiknadu AB + CA +BD.

Lausn: EKki er haegt ad leggja vigrana saman i pessari r6d en ef vid vixlum rédinni a
AB og CA mynda vigrarnir samfelldan einstefnuveg fra C til D p.e.

AB +CA +BD = CA + AB +BD = CD.

Athugasemd: Heegt er ad reikna deemid pott lengdir vigranna séu ekki gefnar og ekki
stefnurnar heldur.

Innskotsreglan

Sé samlagningin AB +BC = AC skrifud afturabak b.e.

AC = AB +BC

gengur formualan undir heitinu innskotsreglan og er sagt ad B sé innskotspunktur. Lita ma
SVo & ad verio sé ad velja sér adra leid milli A og C en beina leid med pvi ad skjéta inn
millipunkti. Ferdalagio fra A til B og padan yfir i C gefur sému heildarfeerslu og beina leidin
fra A til C. Innskotspunkturinn getur verid hvada punktur sem er og sama gildir um
punktana A og B.

Daemi 1.4 Notadu innskotspunktinn R til ad fara fra P til Q.

Lausn: % =ﬁ+R_Q

Lengdir vigranna leggjast ekki saman pegar vigrar eru lagdir saman. Leidin fra P til R og
padan til Q er lengri en leidin beint fr4 P til Q (nema pegar R er & milli P og Q).

Fradrattur vigra

Pegar draga a vigur b fra vigri a er gagnstaedi vigur b (p.e. - 5) lagdur vid a pannig ad
fradratturinn breytist i samlagningu:

a-b=a-+(-b)
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Daemi 1.5 Syndu fradrattinn a-b a mynd.

Lausn: Teiknum vigurinn ~b, p.e. vigur sem er gagnstaedur b, i framhaldi af a.
Utkoman er 6rin fra upphafspunkti a til endapunkts —b.
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Blandad margfeldi

Heegt er ad margfalda saman vigur og télu. Pad kallast blandad margfeldi. Ef
margfeldistalan er jakveed helst stefna vigursins 6breytt en stefnan snyst Vvid p.e. verour

gagnstaed ef talan er neikveed. Ef a er einhver vigur pa eru 2a, 3a, 5a o0.s.frv. vigrar
sem hafa sému stefnu og a en eru tvofalt, prefalt 0g fimmfalt Iengrl og 0, 5a hefur sému
stefnu og a en lengd hans er helmingur af lengd a. Vigrarnir —2a ,-3a o.s.frv. eru lika
tvofalt og prefalt lengri en a en hafa gagnstseda stefnu. Vlgurlnn —1a er ritadur —
Hann er jafnlangur og a en med gagnstaeda stefnu (a 0g — a eru gagnsteedir V|grar)

Almennt er ta vigur med somu stefnu og aefter jakveed tala og lengd hans er t-fold
lengd a enef t erneikveed hafa ta og a gagnsteeda stefnu.

Deemi 1.6 Vigurinn a hefur lengdina 2 (p.e. ‘ ‘ 2). Finndu vigur sem er 6 ad lengd

og hefur stefnu sem er gagnstaed stefnu a.

Lausn: Vigurinn — 3a hefur gagnstaeda stefnu vid a og er prefalt lengri p.e. 6 ad
lengd.
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Vigrar i hnitakerfi

Ef a og b eru tveer tdlur a talnalinunni er feerslan fra a til b talan b — a.

Feersla til haegri (i stefnu talnalinunnar) er jakveed en faersla til vinstri neikvaed.

Feersla er deemi um fyrirbaeri sem er vigur og ma lita a feerslu & milli tveggja talna a
talnalinu sem vigur.

Hér a eftir verdur fjallad um feerslu & milli tveggja punkta i hnitakerfi.

Sérhverja faerslu milli tveggja punkta A og B i hnitakerfi er haegt ad setja saman Ur laréttri
og looréttri feerslu. Feerslan fra A til B kallast vigurinn AB . Ef larétta feerslan er taknud x

R X R
og loorétta feerslan y er ritad AB :( ) 0og x ogy kallast hnit vigursins AB .
y

Efri talan sem er x-hnitid er larétta faerslan og nedri talan sem er y-hnitid er l6drétta
feerslan.

Deemi 1.7 Teiknadu vigurinn a= ( 34] i hnitakerfi.

Lausn: par sem ekki er gefinn upphafspunktur getum vid notad hvada punkt sem er sem
upphafspunkt vigursins. Veljum einhvern punkt sem upphafspunkt t.d. A = (2, 1). Feerum
okkur sidan 3 einingar til haegri larétt og 4 einingar nidur I6drétt og par er endapunktur
vigursins. Kdllum endapunktinn B. Teiknum sidan or fra A til B.
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Daemi 1.8 Reiknadu hnit vigurins AB ef A= (3,2)ogB=(,7).

Lausn: Larétta feerslan er x =5 — 3 = 2 og lodrétta feerslan ery = 7 — 2 = 5. Vigurinn fra A

— (2
til B er pvi AB =(5J.

Hnit vigursins AB fast med pvi ad draga hnitin & upphafspunktinum
A fra hnitum endapunktsins B. Efri talan er x-hnitid en su nedri
y-hnitid.

Almennt gildir: Ef A =(x,, y,) og B = (x,, y,) ba er feerslan fra A til B vigurinn AB .
Feerslan i larétta stefnu x, — x, og feerslan i I6drétta stefnu y, — vy, kallast hnit vigursins
0g er petta ritad a forminu:
7B - (Xz - Xl]
Y= Y1
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Lengd vigurs

Haegt er ad nota reglu Pypagorasar til ad finna lengd vigurs. Gerum rad fyrir ad a og b séu
skammbhlidar i rétthyrndum prihyrningi og c langhlid hans. Pa gildir skv. reglu Pypagorasar:

a’+b?>=c?> =>c=+a®+b?

Larétta og l6drétta faerslan asamt vigrinum sjalfum mynda rétthyrndan prihyrning par sem
vigurinn verdur langhlid. pvi feest eftirfarandi nidurstada:

Efa= (Xj pa er lengd vigursins (téknuéu‘ a ‘)
y

‘5‘ = X +V?

al

)

Taktu eftir ad ekki skiptir mali hvort hnit vigursins (p.e. x og y) eru jakveed eda neikveed
pvi ad pau eru sett i annad veldi og utkoman verdur jakveed (eda null).

Daemi 1.9 Reiknadu lengd vigursins a= ( 34)

Lausn: ‘5‘ = 32+ (-4 =+/25 =5, eda bara ‘5‘ = /32 + 42 = /25 = 5. bad er alveg

eins gott ad sleppa minusnum & 4 strax pvi ad hann hverfur hvort sem er pegar y-hnitio er
sett i annad veldi.

Daemi 1.10 Reiknadu lengd vigursins AB ef A= (3,4)o09B=(-2,8).

. . . L : — (-2-3 -5
Lausn: i) Fyrst reiknum vid hnit vigursins: AB :[ 8.4 j =( 4 J )

i) Sidan reiknum vid lengd vigursins: ‘ E‘ = 5% + 4% = /41 (~6,4)

2X
Deemi 1.11 Reiknadu gildid & x ef lengd vigursins ( J er 2.
X+

Lausn: H6fum ad \/(2x)2 +(x+1? = 2. Setjum badar hlidar i annad veldi og reiknum upp

Ur svigum og faum 4x* + x> +2x+1=4 eda 5x* +2x -3 =0 sem er annars stigs jafna

meo lausnir x =-1, X :g.
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Hallatala vigurs

Vigur i hnitakerfi hefur hallatolu eins og lina. Undantekningar eru pé |6dréttir vigrar og
nallvigurinn. (Lédréttar linur hafa ekki hallatélu.) Hallatala vigurs er reiknad & sama hétt og
hallatala linu, p.e. med pvi ad deila laréttu feerslunni upp i pa I6dréttu, p.e. deila x-hniti
vigursins upp i y-hnitid. Vigrar sem hafa sému hallatdlu (eda eru 16dréttir) eru samsida.
Peir hafa annad hvort sému stefnu eda gagnsteeda stefnu.

Skilgreining: Ef a= (XJ og X = 0 (p.e a er ekki l68réttur og ekki ntllvigur ) pa er
y

hallatala a (taknud h.) gefin med

- 5
Daemi 1.12 Reiknadu hallat6lu vigursins a = [ 10).

Lausn: h. = _?10 =-2.

- -2 _
Daemi 1.13 Reiknadu gildid atef a = (t . J er samsida b = (t ESJ

Lausn: Vid notum ad h- = h- og faum: S _ 6 svo 5(t+3)=6(t-2)
a b t—-2 t+3

sw 5t+15=6t—12ogpaert=27

Daemi 1.14 i) Finndu vigur sem hefur hallatéluna 5.

i) Finndu vigur sem er samsida linunni y = %x +5.

: o= (1 .
Lausn: i) T6luna 5 ma rita sem % Vigurinn a = [5} hefur hallatdluna % =5 og er pvi eitt

mogulegt svar.

- (4
i) Vigurinn b = (:J er eitt mégulegt svar.
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Samlagning og fradrattur vigra i hnitakerfi

Pegar tveir vigrar eru lagdir saman leggjast laréttar feerslur peirra saman og einnig
|6dréttar feerslur peirra og pvi feest:

Ef a = (le og b = (ij béa er
Y1 Y

a+5=(X1+X2J og 5_5=(x1—x2J
YitY, Yi— Y2

s (45
HRRIEARNEE

- — 4 - -
Daemi 1.15 Leggdu vigrana a = [3 og b = ( 3} saman og reiknadu einnig a—b .

i) a—b

Blandad margfeldi i hnitakerfi

X . . . - tx
Ef a:( j er vigur og t er einhver tala pa er ta = (t ]
y y

- - - 2
Deemi 1.16 Reiknadu hnit vigranna3a og —2a ef a = ( 4}.

o) e oo [0
Lausn: 3a= = og —2a= = .
3:-(-4) -12 -2-(-4) 8
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. . - . — ) - (3
Daemi 1.17 Finndu einingarvigur e sem hefur sbmu stefnu og a = (4}

Lausn: Reiknum fyrst lengd vigursins: ‘5‘ =3 +4° =5,

Til ad bua til einingarvigur med sému stefnu og a parf ad gera a 5 sinnum styttri og pad
gerum vid einfaldlega med pvi ad deila med 5 i baedi hnitin (en pad er sama og margfalda

|

med télunni 1). Svo e = %5 = [
5

als ullw

- . ] . - (3
Daemi 1.18 Finndu péa einingarvigra sem eru samsida vigrinum a = [4]

Lausn: Reiknum fyrst lengd vigursins: ‘5‘ = /3% + 4> = 5. Deilum svo med 5 i baedi
hnitin. Hér eru tvd svor par sem annar einingarvigurinn er samstefna a og hinn er

J.

gagnstefna og ma skrifa pau i einu lagi sem e= 1{

als o|w

Med hlidsjon af deemunum hér & undan feest eftirfarandi nidurstada:

Almennt gildir:

Ef a = (Xj og a=% 6|oé eru e —[{a] 0og ez = —[{a} tveir einingarvigrar samsioa a
Y S S

(annar samstefna og hinn gagnstefna). (‘ 5‘ = \x* +y? erlengd vigursins 5.)

: - S
Daemi 1.19 Finndu einingarvigur sem er gagnstefna vigrinum a = ( c ]

Lausn: Reiknum fyrst lengd vigursins: ‘5‘ = /2% +5% =429 (= 5,39).

Deilum nd med 29 i baedi hnitin og snium ad auki stefnunni vid med pvi ad skipta um

2
formerki & badum hnitunum, p.e. margfalda med — 1, og péa feest: e = [_595 J
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Samsida vigrar

Ef vigur a= (XJ (a = 0) er margfaldadur med télut (t =0 ) faest vigur
y

t ..
ta= [t XJ sem er samsida a pvi ad hallatalan breytist ekki [X = I—yj Ofugt gildir einnig
y X X

ao ef a og b eru tveir samsida vigrar (hvorugur 0) p& er b margfeldi af a, p.e. heegt er ad
b| - _ b| - _

finnatblut pannigad b =ta. (t= H ef a ogb erusamstefnaent= —H ef aoghb
a a

eru gagnstefna.) Pessa nidurstédu ma orda svona:

pad ad tveir vigrar séu samsida pydir ad annar vigurinn sé margfeldi af hinum.

. -5 15 . , : . ] .
Deemi 1.20 a = ( ) J og b= [ 6) Syndu ad vigrarnir a og b séu samsida og finndu

sidan tdluna t pannigad b =ta.

Lausn: Reiknum hallatolur vigranna: h- = —% og h. = —% = —% . bPar sem vigrarnir
hafa sdmu hallatlu eru peir samsida. Augljoslega séstad b =—3asvo t = — 3.

(eneinnigméanotaadt= 1—55 =-3)
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Stadarvigur

Punkturinn (0,0) kallast upphafspunktur hnitakerfisins og er venjulega tdknadur O. Vigrar
sem hafa upphafspunkt sinn i O = (0, 0) eru kalladir stadarvigrar. Ef A = (x, y) pa eru hnit

stadarvigursins OA = (X - Oj = (Xj
y-0 y

Hnit stadarvigursins OA eru sem sé pau somu og hnit endapunktsins A. Gaettu pess ad
rugla ekki saman hnitum vigurs sem eru ritud I6drétt og hnitum punkts sem eru ritud larétt.
Hnit punkts eru eingdngu stadsetning i hnitakerfi midad vid dsana en hnit vigurs hafa
ekkert med stadsetningu ad gera heldur takna tveer faerslur par sem efri talan er larétt
feersla og nedri talan er 16drétt feersla.

Vigrarnir i og j og lidun vigra

Vigrarnir (Oj og [J eru einingarvigrar sa fyrri laréttur (i stefnu x-ass) og sa sidari
[6aréttur (i stefnu y-ass). beir verda framvegis kalladir i og j. Heegt er ad byggja sérhvern

, - . - (X . , , , ,
viguruar i og j p.e.a.s.ef a :( j er einhver vigur paera = xi+yj.
y

o 5] Ao

2
Td.er a= ( SJ =2i — 3] . betta er kallad ad leysa a upp eftir i ogj (eda leysa upp i

lidi samsida i og j eda tdkna a med i og ). Adeins er einn moguleiki & ad leysa vigur

a= [Xj upp eftir i og j, p.e. tveir vigrar i hnitakerfi a= L;l] 0g b = (ij eru jafnir ef og
y 1 Y2

adeinsef x, =x, og y, =VY,.

Almennt gildir ad ef a og b eru einhverjir tveir vigrar sem eru ekki samsida og c¢ er einhver
bridji vigur pa er heegt ad leysa c upp eftir a og b & ndkveemlega einn hétt . Pad eru sem
sagt til ndkveemlega tveer tolur s og t pannig ad ¢ = sa + tb.
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Hér sést hvernig haegt er ad leysa ¢ upp eftir a og b a mynd. Latum upphafspunkt c heita
P og endapunktinn Q. Teiknum linu gegnum P samsida a 0g Ilnu gegnum Q samsida

b. Kéllum skurdpunkt linanna S. P4 feest ¢ = PS+SQ en PS=sa og SQ_tb par sem

S og t eru rauntélur.
Fl
c
[
Q

Deaemi 1.21 Leystu vigurinn Cc= [ 95) upp eftir a= (j} og b= (ij

Lausn: Setjum hnit vigranna inn i jofnuna c =sa +tb og pa feest:

( 0 j:s(?’] + tﬁj SVO ( o j:[38+5tJ (Vigrarnir i haegri hlidinni lagdir saman.)

-5 4 -5 4s+t
. 3s+5t=9 .
petta gefur okkur jofnuhneppi: As it 5 sem heegt er ad leysa med samlagningar-
S+t=-
eda mnsetnmgaraéfer&i (eda i vasareikninum) og nidurstadanerads = —2 ogt =3

SVO - 2a+3b

Oft parf ad leysa kraft upp eftir tveimur stefnum.

Daemi 1.22 Kubbur rennur nidur skaplan fyrir ahrif
pyngdarkraftsins (F a myndlnnl) Leystu
pyngdarkraftinn upp i tvo krafta F og Fs par _

sem F1 er samsida skaplaninu og Fs er
hornréttur & skaplanio. l

Lausn: =
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Haegt er ad nota vigurreikninga til ad sanna ymsar rimfraedireglur. Hér fylgja sannanir &
premur reglum.

Regla 1. Ef M er midpunktur striksins AB og P er einhver punktur pa er

Pv=1paslpe
2 2

(p.e. vigurinn fra P yfir i midpunkt striksins er medaltalio af vigrunum fra P yfir i
endapunkta striksins.)

Sonnun: A M
' X '
PNi= PA+ AM
PM = PB+BM
Leggjum pessar tveer j6fnur saman og faum: o

2PM = PA + PB + AM + BM

Fyrst M er midpunktur AB pa eru AM og BM gagnstefna og jafnlangir (BM = — AM )
svo AM +BM=0

par med feest: 2PM = PA +PB

svo PM-= %ﬁ + %P_B (jafnan margféldud med %)

Ath. Ef P =(0,0), A=(x,,Y,) 0g B =(x,,Y,) eru settinn faest eftirffarandi nidurstada:

M= (Xl ; X , Y1 ; yzj (p.e hnitin & midpunkti striks eru medaltdl af hnitum endapunkta

striksins.)

Deemi 1.23 Reiknadu hnitin & midpunkti striksins ABef A=(2,5)o0gB=(8, —3).

2+8 5+(-3)
2 2

j: (5,1).

Lausn: Samkvaemt midpunktsreglunnier M = [
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Deemi 1.24 Reiknadu hnitin a B ef A= (12, -22) og M = (14, 4) er midpunktur AB.

Lausn. Latum B = (x , y). Samkvaemt midpunktsreglunni faest:

(14,4) = (12 X , — 222+ yj sem gefur tveer jofnur;
14 = 12+x og 4= i;y . Vid leysum nu hvora jofnu fyrir sig og faum

x=28-12=160gy =8+ 22=30 svo B=(16, 30).

Neesta regla fjallar um hornalinur samsidungs en samsidungur er ferhyrningur par sem
motleegar hlidar eru samsida og jafnlangar. (A vigramali merkir petta ad motleegar hlidar
eru sému vigrar.)

Regla 2. Hornalinur samsidungs skipta hvor annarri i tvo jafna hluta. Med 68rum ordum:
Skurdpunktur hornalinanna er midpunktur peirra beggja. bessi regla er oft ordud svona:
Hornalinur i samsidungi helminga hvor adra.

Sonnun: Latum M vera midpunktinn & hornalinunni AC. D c

Syna parf ad hann sé lika midpunktur & hornalinunni BD. Z
& B

BM = %ﬁ + %ﬁ: samkvaemt midpunktsreglunni (M er midpunktur AC og

B er hér i hlutverki punktsins P)

= %ﬁ + %E bvi ad AD =BC i samsioungi ABCD

%@ bvi a8 BA + AD = BD

En par med hefur verid synt ad M er lika midpunktur & BD og par med er reglan sénnud.
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Deemi 1.25A =(2,1), B=(5,6)0g C = (-3, 8) eru prir hornpunktar i
samsioungnum ABCD. Reiknadu hnit D og skurdpunkt hornalinanna.

Lausn: Setjum D = (x, y) , reiknum hnit vigranna AD og BC og notum ad AD =BC.

X-2 -3-5 X—2=-8 X=—06
= SVo SVo svo D=(-6,3)
y—-1 8-6 y-1= 2 y=3

Notum midpunktsregluna til ad finna skurdpunkt hornalinanna en hann er midpunktur
a AC (og BD) og pa feest

M:(2+(—3)’1+8j:£_11g]_
2 2 2'2

Hér hefdi verid haegt ad fara adra leid. Reikna fyrst midpunktinn & AC med
midpunktsreglunni og nota sidan midpunktsregluna aftur til ad reikna endapunktinn D &
strikinu BD.

Midlina i prihyrningi er strik fra hornpunkti yfir i midja motleega hlid.

A [

S

B

Daemi 1.26 Reiknadu lengd midlinunnar AMef A=(4,5),B=(7,12)ogC=(5, 8).

Lausn: i) Reiknum fyrst midpunkt BC: M = (7 er > , 12; Sj = (6,10)

N : . L= — 6-4 2
i) Reiknum neest hnit vigursins AM . ba feest AM = (10 5} = (SJ :

iii) Reiknum loks lengd vigursins AM og pa feest ‘M‘ =+/2° +5% =429,




-18 -

Regla 3. Midlinur prihyrnings ABC skerast allar i einum punkti og skipta hver annarri i
hlutféllunum 2:1. Skurdpunkturinn kallast midpunktur eda pyngdarpunktur prihyrningsins. Ef
hann er taknadur med T og O er einhver punktur pa gildir:

oT-2oa+tos+lioc
3 3 3

(p.e. vigurinn frd O yfir i T er medaltalid af vigrunum fra O yfiri A, B og C.)

Sonnun: Latum M vera midpunkt BC og T vera punkt & midlinunni AM pannig ad

AT = %m (T er pa sa punktur sem skiptir midlinunni AM i hlutféllunum 2:1.)

NU faest:
a:o—A+E:a+§m
— 2 (1— 1— . ) o
=OA + 3 (EAB + EAC] (samkvaemt midpunktsreglu fyrir strikio BC
bar sem A er i hlutverki P)
_OA+1mB+1iaC
3 3
=—A+§@+®+%@+® (samkvaemt innskotsreglu)
_on-‘oan+toe-toa+loc (AO = —OA)
3 3 3 3
zlo—m%@#&

A hlidstaedan hatt faest ad samsvarandi punktur & midlinunni fra

C & AB uppfyllir j6fnuna hér ad ofan og er pvi punktur T.

SO6mu sbgu er ad segja um samsvarandi punkt a

midlinunni fra B & AC. bar med er reglan sénnud. B
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Ath. Ef O = (0,0), A =(x,,¥,) , B=(X,,¥,) , C=(Xs,Y,) er settinn feest eftirfarandi
X+ X; X% , it y; al y3j b.e hnitin & midpunkti (byngdarpunkti)

prihyrnings eru medaltol af hnitum hornpunktanna.

nidurstada: T = [

Demi 1.27 A=(4,5),B =(7,12) og C = (4,3). Reiknadu hnit midpunkts prihyrningsins
ABC.

Lausn: Samkvaemt reglunni um midpunkt prihyrnings er

T 4+7+415+12+3 _ S,E.
3 3 3

Deaemi 1.28 Reiknadu hnit punksins B i prihyrningnum ABC ef A=(2,4), C =(-2,15) og
pyngdarpunkturinn T = (12,5).

Lausn: Setjum B = (x, y) og notum regluna um midpunkt prihyrnings. P4 feest:

(12’5)=(2+x—2 4+y+15)
3 3

VO 12=§095= 3 Ssvo x=36o0gy=-4

svo B = (36,— 4).

Innfeldi

- (x - (X
Ef a= ( 1) ogb= ( Zj eru tveir vigrar pa kallast talan x,x, +y,y, innfeldi vigranna.
Y1 Y2

petta er taknad svona:

Q |
ol
1

X1X2 + y1y2
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Innfeldid er sem sé reiknad med pvi ad margfalda x-hnit vigranna saman og y-hnit
vigranna saman og leggja svo utkomurnar saman. Taktu eftir ad utkoman Ur innfeldinu er
tala en ekki vigur.

Vid fyrstu syn virdist pessi adgerd litinn tilgang hafa en ekki er allt sem synist. Um innfeldi
gilda flestar reiknireglur sem gilda i venjulegri margféldun svo sem:

Vixlregla: a-b=b-a

Dreifiregla: 5.-(b+6)= a-b+a-c

Sonnun a vixlreglu: a-b = xx, +V,y, er augljoslega samatalaog b-a = x,X; +Y.,Y;.

Daemi 1.29 Reiknadu innifeldi vigranna a= Gj 0g b= £5J

Lausn: 5.5=3-5+4.1:19

Ekki gilda p6 allar reiknireglur margfoldunar. T.d. er ekki haegt ad reikna innfeldi priggja

vigra, steerdin a-b - c er semsagt merkingarlaus.

Innfeldi og lengd

X

Reiknum innfeldi vigursins a= ( J vid sjalfan sig:

<

a-a=x-x+y-y=x2+y?
— 2 —
en petta er sama tala og ‘ a‘ (lengd vigursins a er /x* +y? ).

par med faest eftirfarandi regla:

- - — 2
a~a=‘a‘

Pessi regla er mjog mikilveeg. Med pvi ad nota pessa nidurstddu ma bua til vigrareglur
hliosteedar ferningsreglunum i algebrunni:
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1. Reglan (a+b)* = a® + 2ab + b® verdur ‘ a+b

—‘2 —‘2 - - —‘2

2. Reglan (a—b)? = a* — 2ab + b® verdur ‘ a-b

Sonnun areglu 1: Reiknum upp ar svigunum: (5+5)-(5+5): a-at+a-b+b-a

Samkvaemt reglunni um innfeldi og lengd vigurs gildir:

a~a=‘a

— — 2 — 2 - — — 2
pettasettinnfaestniéurstaéan‘a+b‘ =‘a‘ +2a~b+‘b‘ .

“,b-b=|b[*, @+b)-@+b)=|a+b[ ogeinniger a-b+b-a=2a-b.S¢

Daemi 1.30 Gefid er ad ‘5‘ =5, ‘b‘

8095-5=4.
Reiknadu i)‘5+5‘ og i) ‘25—56‘.

_ 2 — 2 - — — 2
Lausn: i) Samkvaemtreglunni‘aer‘ =‘a‘ +2a-b+‘b‘ faest:

\5+6\2 =5%+2.4+87 =97 sw |a+b|=+97 ~985.

ii) Notum nidurstéduna (2a — 5b)* = 4a” — 20ab + 25b* til ad fa fram hlidstaeda
vigrareglu:

‘25—55‘2=4‘5

‘2

_20a-b +25‘6‘2 _4.52_20.4+25.8 = 1620

SVO \ 2a— 55\ — /1620 ~ 40,25,

Daemi 1.31 Reiknadu a - b ef gefid er ad ‘5‘ =5,

5‘ =10 og ‘25+E‘=16.

Lausn: Notum nidurstéduna (2a + b)* = 4a® + 4ab + b til ad fa fram hlidstaeda
vigrareglu:

B — 2 - — —2 _ _
‘2a+b‘ :4‘a‘ +4a-b +‘b‘ . Kéllum innfeldid a-b = x og faum:

16> =4-5% +4x+10° svo 56=4x og pa er x=14.
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Innfeldi og hornréttir vigrar

Reglan sem hér fer a eftir er mjog mikilveeg. Han er i raun tveer reglur ritadar i einu lagi.

Regla: Ef a 0og b eru ekki nullvigrar pa gildir: a 0og b eru hornréttir hvor & annan ef 0g

adeins ef a-b = 0. Reglan er oft ritud svona: a-b=0<alb.

Litum a nokkur deemi adur en reglan verdur sénnud.

. , : = (3 - (12) | - )
Daemi 1.32 Syndu ad vigrarnir a = [4J ogb= ( 9} séu hornréttir hvor & annan.

Lausn: 5-5=3-12+4-(—9):0 swalb

. . . - (t+2 t - )
Daemi 1.33 Finndu téluna t ef gefid erad a =[ J; ] ogb :( 3) eru hornréttir hvor &
annan.

Lausn: bar sem vigrarnir eru hornréttir vitum vid ad innfeldid er null p.e.
a-b=(t+2)-t+1-(-3)=0sw t?+2t—-3=0

petta er annars stigs jafna sem haegt er ad leysa med pattun, annars stigs formalunni
eda i vasareikninum. Ef hun er leyst med pattun faest:

(t+3)(t-1) =0
swt+3=0edat-1=0
swt=-3edat=1
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Soénnun & reglunni um hornrétta vigra.

Vigrarnir a, b og a+b mynda rétthyrndan prihyrning ef og adeins ef al b . Samkvaemt
Pypagodrasarreglu (sem gildir ef og adeins ef prihyrningur er rétthyrndur) faest nu:

‘5+6 i =‘52+ ‘6
2 —

2
en samkvaemt reglum algebrunnar gildir

— — 2 S — 2
‘a+b +2a-b+‘b
par meo faest ad

— — — 2 - — — 2
aJ_b<:>‘a‘ +2a~b+‘b‘

I
Q

pvervigur

Regla: Ef a= (XJ # 0 er einhver vigur p& eru vigrarnir [_ yj og ( Y J hornréttir & a og
y X - X

jafnlangir og 2l

Sénnun: Lengdir allra vigranna priggja er /x> + y* svo peir eru allir jafnlangir og

j.(_ yJ = (Xj ( y j = 0 svo baadir vigrarnir eru hornréttir a a.
X y) \=X
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Vigrarnir (_ y] 0g [ y J kallast pvervigrar a. Vigur sem er hornréttur og jafnlangur og
X X

vigurinn a (p.e. pvervigrar a) eru taknadir ap.

[mN]

. : . : A =
Deemi 1.34 Finndu einingarvigur sem er hornréttur & a = (12)

- 2 , , = - : . :
Lausn: a = ( j er hornréttur & a. Breytum honum i einingarvigur med pvi ad deila

lengdinni upp i baedi hnitin. Lengd beggja vigranna a 0g ab er v5° +12*> =13 og
svario er

- 71%3 .. .
e== (Ath. tvo svor.)
s

. . . , , = 5
Deaemi 1.35 Finndu vigur sem er 5 ad lengd og er hornréttur & a = (12)'

Lausn: Finnum fyrst einingarvigur sem er hornréttur & a eins og i deeminu hér &
undan og margféldum hann svo (p.e. baedi hnitin) med 5 og pé faest :

12 ~60
£5| 1B|_y| /13
)\ P
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Hallatolur hornréttra lina

Regla: Ef | og m eru tveer linur sem eru hornréttar hvor & adra og hafa hallatélurnar
hogkpaer h-k =-1.

1 1
Sonnun: Koéllum hallatélur linanna h og k. Vigrarnir (hj og (k) hafa hallatolur h og k

0g eru pvi samsida linunum. Peir eru pa hornréttir hvor a annan eins og linurnar.
Samkvaemt reglunni um hornrétta vigra faest:

! . 1 =1.1+h-k=0sw h-k=-1
h k

Daemi 1.36 Linan m er hornrétt & linuna | og hefur hallatdlu 2. Hver er hallatala | ?

Lausn: Ef h er hallatala | feest a3 2h = —1 svo h = -%
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Deemi 1.37 A=(4,6),B=(-1,8)0g C = (6, 10) eru hornpunktar prihyrnings.
Reiknadu

a) lengdir hlida prihyrningsins

b) midpunkt prihyrningsins

c¢) lengd midlinunnar BM

d) hnit punkts D pannig ad ABCD verdi samsidungur

e) hnit punkts E & x-asi pannig ad AE | BC

f) hnit punkts F a y-asi pannig ad AF sé samsida AC .

Lausn: a) Reiknum fyrst hnit vigranna AB ,ﬁ: 0og AC og sidan lengdir peirra...

Ez(—l—“H—j svo | AB | =57 27 ~/28 ,

8-6 2
FoYa 6-(-1 7 rRC 2 2
BC:[10—8j:[2J S\VO ‘BC‘:W +22 =453

og E:(ﬂ S\Vo ‘E‘z@

4-1+6 6+8+10
3 ! 3

b)T:( j=(3,8)

_ (6 _
0) M:(4;6,6+210 :j:(s,s) SVO BM:(OJ svo |BM|=6

. _— — X—4 7 3 x=11
d) Setjum D = (x, y) og notum ad AD =BC swvo ( 6J=(2j og pa er 8 SVO
y y=

D=(11, 8).

e) Setjum E = (x, 0). (Allir punktar & x-asi hafa y-hnitid 0) og notum ad AE-BC =0. ba
feest

X—4)\ (7
: =7(x—4)+(-6)-2=0 svo 7x—-28-12=0 swo x=4—O swo E= 4_0,0 )
0-6) (2 7 7

— 4
f) Setjum F = (0, y) (allir punktar & y-asi hafa x-hnitid 0) pa er AF = ( 6] 0og notum

svo ad h/TF = hrc' pa faest

y—_fzg SVO 2(y—6)=—4-4 swo 2y—-12=-16 S\o y=_—24 svo F=(0,-2).
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Daemi 1.38 Tiltekinn er prihyrningur ABC. S er punktur & BC pannig ad BS = %ﬁ: ogTer
punktur & AC pannig ad AT = %A_C Taknadu TS med AB 0og AC.
Lausn: Byrjum & ad merkja S og T inn & myndina. N feest:
TS=TC+CS (C innskotspunktur) c
_1xcilce s
2 4
1— 1= — . T
=5 AC + 2 (CA+ AB) (A innskotspunktur)
_iaxc-iac+ims  (CA--AC)
2 4 4 ¢ *
A B
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Deaemi 1.39 Tilteknir eru prir punktar A, B og C pannig ad AC = %a_% Teiknadu mynd

og taknadu OC med OA og OB ef O er otilgreindur punktur i fletinum.

Lausn: Vigrarnir AC og CB hafa somu stefnu (%C_B hefur sému stefnu og C_B) og

par sem badir er med annan endapunktinn C verda A, B og C ad liggja & linu. Auk pess
verdur fjarlaeegdin milli A og C ad vera helmingurinn af fjarleegdinni milli C og B. Myndin
verdur pa svona:

Faum nu:
s ¢ . B — .
. . OC =0A + AC (A innskotspunktur)
-OA+1aB
3
- OA + %(E + @) (O innskotspunktur)
© — 1l 1= —

=OA-_OA+_0B (AO = —OA)

Deemi 1.40 A myndinni eru D og E midpunktar hlidanna AC og BC. Syndu ad
- 1 -

DE = =AB
2
Lausn:
C

DE =DC + CE (C innskotspunktur)
~lac:lcs 0 :

2 2

1 - -
= E(AC + CB) A B
-1

2
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Daemi 1.41 Hornalinur i ferhyrningi ABCD helminga hvor adra. Syndu ad AB +CD=0.

Lausn: Kollum skurdpunkt hornalinanna M. pa faest:

AB +CD = AM + MB + CM + MD (M innskotspunktur)

(AM + CM) + (MB + MD) M

:6 _

I
ol
ol

+

(m =-CM bvi ad AM og CM eru gagnstefna og jafnlangir og sémuleidis
MB 0og W.)
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Kafli 2 — Hornafreaedi

1. Hornafoll i rétthyrndum prihyrningi

pessi kafli hefst & upprifjun & hornaféllum i rétthyrndum prihyrningi. B
[ rétthyrndum prihyrningi ABC par sem ~/C =90° gildir: c
=]
sin(A) = a sinus af hvdssuhorni = motzeg ska.mmhIB A b
C langhl©

adleeg skammhld
langhlid

cos(A) =

ol|lT

(cosinus af hvossuhorni=

tan(A):% (tangens af hvsssu homi = MOIe SkammhlaJ

adleeg skammhld

Pessar reglur er heegt ad nota til ad reikna horn eda hlid i rétthyrndum prihyrningi.

Daemi 2.1 Reiknadu lengd hlidarinnar b i rétthyrnda prihyrningum ABC ef Z/A =35° og
c = 10.

Lausn: Hlidin b er adleeg skammhlid hornsins A og pvi faest
b
cos(35°) = 0 —=b=10-cos(35°) ~819. 10

(Talan cos(35°) ~ 0,819 finnst i vasareikninum A b C
mead pvi ad nota cosinus takkann.)

Daemi 2.2 Reiknadu hornid A i rétthyrnda prihyrningnum ABC efa=8,4 og b = 12.

84

Lausn: H6fum ad tan(A) =15 =07.

Hornid A finnst ni med pvi ad nota tangenstakkann
afturabak p.e. tan™ (= Shift tan) a4

_ -1 " o
svo ZA =tan(0,7) ~ 35°. A =
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2. Nakveem gildi hornafalla fyrir 30°, 45° og 60°

Hornin 30°, 45° og 60° hafa pa sérstédu ad haegt er ad reikna nakvaemlega sinus, cosinus

og tangens peirra.

Ef annad hvassa hornid i rétthyrndum prihyrningur er 30° verdur hitt hvassa hornid 60°.
Slikur prihyrningur er helmingur af jafnhlida prihyrningi (Sja mynd.) Skemmri skammhlidin

(p.e. st sem er andspeenis 30° horninu) er pvi avallt helmingur langhlidarinnar.

a0° 300
30°

E0° g BO°

k0"

Veljum nu prihyrning par sem lengd skemmri skammhlidarinnar er 1. Langhlidin verdur pa

2. Lengri skammbhlidina er svo haegt ad finna med Pypagorasarreglu:
1 +x2 =22 = x=4/3,

NuU feest
ooy 1 o_ V3 n_ 1 ( 3
sin@30 )_5 , cos(30 )—7 , tan(30 )_ﬁ (_?J
sin(60°)=§ , cos(60°)=% ,tan(60°)=\/§

30°

B0

[ rétthyrndum prihyrningi par sem annad hvassa hornid er 45° er hitt hvassa hornid lika 45°

og pvi er slikur prihyrningur jafnarma. Veljum nud prihyrning par sem badar
skammhlidarnar hafa lengd 1. Langhlidin finnst med Pypagoérasarreglu:

1 +1°=c®* = c =+/2 . Og nu feest

cos(45°) = 1

J2

sin(45°) = 1

\/E 4

, tan(45°) =1

Toluna 1 ma einnigrita % eda %\/E .

J2
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Asar hnitakerfisins skipta pvi i fiéra hluta sem
kallast fyrsti, annar, pridji og fjérdi fjoroungur

(sja mynd). Taktu eftir formerkjum & hnitum t
punkta i pessum fjérum fjéréungum.
(- +)

(+.,+1

(==

3. Horn sem myndast vid snuning

Horn &kvardast af tveimur halflinum sem liggja Gt fra sama punkti P. Haegt er ad hugsa sér
ad hornid myndist pannig ad annarri linunni sé snuid um P fra hinni linunni. Tveer
snuningsstefnur eru mogulegar, rangseelis (6fugur klukkugangur) sem er jakvaedur
snuningur og réttseelis (eins og klukkan gengur) sem er neikvaedur snaningur. Horn sem
kemur fram vid snuning getur pvi verid neikveett og pad getur lika verid meira en 360°.

A myndinni hefur hornié v = 40° myndast

pegar m var snuid 40° rangseelis um P fra I.

Ef m er snuio 400° rangseelis um P er lokastada
linanna | og m hin sama. Snuningur um heila
hringi réttseelis eda rangseelis breytir ekki
lokasttdu | og m og pess vegna eru 6endanlega
morg horn sem lita eins Ut & mynd pvi ad pad eru

o6endanlega margir moguleikar & hve marga
heila hringi er haegt ad snua.

Hornin 40°, 40°+360°, 40°+2-360°, 40° -3 -360°
eda almennt 40° + h-360° par sem h getur verid hvada

heila tala sem er, lita 6ll eins Ut & mynd.
petta er ritad 40°+h-360°, he Z.

Horn sem er 4 bilinu [0°, 360° [er sagt vera i fyrstu umfers,

horn & bilinu [360°, 720° [ i annarri umferd o.s.frv.

Horn i prihyrningi eru hins vegar ekki reiknud med formerki og eru a bilinu ]O°, 180° [
Horn & milli vigra verdur ekki reiknad hér med formerki og er & bilinu [0°, 180°].
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4. Stefnuhorn vigurs

Stefnuhorn vigurs a er hornid fra jakveeda hluta x-assins ad vigrinum a reiknad med

formerki.

Gert er rad fyrir ad vigurinn a sé stadarvigur, p.e. ad hann
byrji i punktinum (0, 0). Venja er ad gefa stefnuhorn vigurs
upp 4 bilinu |-180°, 180°].

Stadarvigur sem liggur i fyrsta eda 6drum fjéroungi hefur
stefnuhorn & bilinu ]O°,180° [ en vigur sem liggur i pridja
eda fiorda fiordungi hefur stefnuhorn & bilinu ]-180°,0°].
Vigur samsida x-asi hefur stefnuhorn 0° eda 180° og vigur
samsida y-asi hefur stefnuhorn 90° eda — 90°.

Taktu eftir ad stadarvigur sem er i 1. og 4. fjéroungi hefur hvasst

stefnuhorn en gleitt ef hann er i 2. eda 3. fjoroungi.

Deemi 2.3 Finndu stefnuhorn vigursins a= @j

Lausn: Teiknum vigurinn i hnitakerfi. Vigurinn er langhlid
i réetthyrndum prihyrningi sem hefur skammhlidar 3 og 5.
pvi feest:

tan(v) = g sem gefur v ~59°

- (-3
Daemi 2.4 Finndu stefnuhorn vigursins a :( 5 j

Lausn: Vid leysum deemid med pvi ad reikna fyrst hornid
u sem er grannhornid. Vigurinn liggur i 68rum fjéroungi
og verdur aftur langhlio i rétthyrndum prihyrningi sem
hefur skammbhlidar 3 og 5. (Ath. hlid i prihyrningi er
jakveed tala). bvi feest:

tan(u) = g = Uu~59° = v~180°-59°=121°

A
y
a
v X
T AN T T 1 T
1 1 1 1 1
1 y 1 1 1 1
e e P T
I |
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
| 1 I 1
il e ettt Tt -
| | |
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1 1 1
1 1 1
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1 1 1
I | —
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1 \a 1 5 1
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1 1 1 1
1 1 1 1
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1 1 1 1
| I I I X\
i i i i 4
I | 3 | I
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
S . . L
I 1 1
T T T T A~ T T
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Lausn: Vigurinn liggur i pridja fjordungi og stefnuhornio
er pvi neikveett (meelt réttseelis). Vio leysum deemid eins
og deemi 2 og finnum grannhornid u sem er u.p.b.

59° en pa er stefnuhornid v ~ —121°.

Daemi 2.6 Finndu stefnuhorn a :( 35)

Lausn: Vigurinn liggur i fjoroa fjéroungi svo stefnuhornid
verdur neikveett. Vid leysum deemid eins og deemi 1 og
faum v ~ -59°.

5. Einingarhringur og horn i grunnstédu

Hringur med midju i (0,0) og radius 1 verdur i textanum
sem hér fer a eftir kalladur einingarhringur.

Horn sem er med oddpunkt (0,0) og annan arminn

i stefnu x-ass kallast horn i grunnstédu. S& armur hornsins
sem liggur i stefnu x-ass kallast fyrri armur hornsins og hinn
armurinn kallast seinni armur (sja mynd)
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6. Almenn skilgreining a sinus, cosinus og tangens

Teiknum hvasst horn v i grunnstédu (p.e. oddpunktur hornsins O = (0, 0) og annar
armurinn i stefnu x-ass). Sidan teiknum vid hring med midju O = (0, 0) og radius 1,
svokalladan einingarhring.

Latum P = (x, y) vera skurdpunkt seinni arms hornsins og hringsins og punktinn a x-asi
sem er beint fyrir nedan P kollum vid Q. Punktarnir O, P og Q mynda pa rétthyrndan
prihyrning med skammbhlidar x og y og langhlid 1 (sja mynd).

|

P=(x,y)

Samkvaemt reglum sem gilda um rétthyrnda prihyrninga feest:

cos(v)=—=X

| X

sinV)===y

<

og pvi eru hnit punktsins P = (x , y) = (cos(v) , sin(v)).

Ennfremur gildir: tan(v) = y_ sintv) .
X cos(v)

Pessi nidurstada verdur ni notud til ad setja fram almenna skilgreiningu & hornaféllunum
cosinus, sinus og tangens.

Latum v vera horn i grunnstddu og latum P vera skurdpunkt seinni arms hornsins v vid
einingarhring (sja myndina hér ad ofan). pa er:

cos(v) = x hnit punktsins P, sin(v) =y hnit punktsins P

sin(v)

, (cos(v)=0)
cos(v)

og tan(v)=
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Daemi 2.7 A myndinni sést 135° horn
teiknad i grunnstédu og einingarhringur. Hnit
punktsins P eru néleegt pvi ad vera
(-0,7;0,7). Paer

cos(135°) ~ —0,7 og sin(L35°) ~ 0,7.

Daemi 2.8 A myndinni er —50° horn teiknad i
grunnstédu dsamt einingarhring. Hnit punktsins
P eru naleegt pvi ad vera (0,6 ; —0,8). Pa er
cos(—50°) =~ 0,6 og sin(-50°) ~-0,8.

-0,8

Daemi 2.9 A myndinni er 90° horn teiknad i
grunnstodu dsamt einingarhring. Hnit punktsins P
eru (0, 1). P4 er cos(90°) = 0 og sin(90°) = 1.
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7. Hornafallareglur

Hornin v, v + 360°, v+ 2-360°,.... ,v—360°Vv —2-360°,... eda almenntv +h-360° (h er hér

allar hugsanlegar heilar tolur) lita 6ll eins Ut séu pau teiknud i grunnstédu og hnit punktsins
P par med pau sému fyrir 6ll hornin. bvi feest eftirfarandi regla:

R1: cos(v) = cos(v + h-360°) og sin(v) =sin(v+ h-360°) , heZ

Daemi 2.10 cos(30°) = cos(390°) = cos(—330°) = cos(—690°) =... o.s.frv.

Tvo horn sem eru samtals 180° kallast freendhorn. T.d. eru hornin 30° og 150° freendhorn.
Almennt eru hornin v og 180° — v freendhorn. Teiknum horn v asamt freendhorni pess
180° — v baedi i grunnstddu (sja mynd) asamt einingarhring.

1807 — v

Seinni armar hornanna liggja samhverfir um y-asinn og skurdpunktar armanna vid
einingarhringinn liggja pvi einnig samhverft um y-asinn. Punktarnir P og Q hafa pvi
gagnsteed x-hnit en sému y-hnit. bar med fast eftirfarandi tveer reglur:

R2:
sin(180° — v) = sin(v)
cos(180° —v ) = —cos(v)

Pessar tveer reglur ma orda svona: Fraeendhorn hafa sama sinus en gagnsteedan cosinus.

Hlidstaed regla fyrir tangensinn er tan(180° — v) = — tan(v) en han faest med pvi ad deila
nedri jofnunni upp i efri j6fnuna.

Reglan sin(180° — v) = sin(v) er sérlega mikilveeg en samkvaemt henni er avallt haegt ad
finna tvod horn i hverri umferd sem hafa sama sinus ef undan eru skilin tilvikin ad sinusinn
séleda —1.
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8. Ad finna x pegar sin(x) er pekktur

Daemi 2.11 Finndu tvo horn i fyrstu umferd sem hafa sinusinn 0,5 eda med 6drum
ordum:

Leystu jéfnuna sin(x) =0,5 , xe[0°,360°[.

Lausn: Finnum eina lausn med vasareikninum: x = sin(0,5) = 30° og hin lausnin er
freendhornid sem er 180° — 30°= 150°.

Deemi 2.12 Leystu jofnuna sin(x) = — 0,5 , xe [0°,360°[.

Lausn: Finnum fyrst lausnina x=sin*(-0,5) = -30° og sidan fraendhornid sem er
180° —(~30°) = 210°. Lausnin —30° er hins vegar ekki i bilinu [0°,360°[ en ny lausn
kemur eftir heila umferd og hun er —30°+360°=330°. Lausnirnar eru pvi 210° og
330°.

Deemi 2.13 Leystu jofnuna sin(x) =1, x e [0°,360°[.

Lausn: Onnur lausnin er x=sin(1) =90° og hin lausnin sem er freendhornid er
180° — 90° = 90°. Hér eru hornid og freendhornid jafnstér svo jafnan hefur adeins eina lausn.

Ef hornin v og 360° — v eru baedi teiknud i grunnstédu liggja
seinni armar peirra samhverft um x-as og skurdpunktar
seinni armanna og einingarhringsins liggja einnig samhverft
um x-as (sja mynd). Punktarnir P og Q hafa pvi somu x-hnit \‘
0g gagnstaed y-hnit. Par med fast eftirfarandi tveer reglur:

V

360°- v ] /[1.03

R3: /b
sini3607 — v = — =siniv)
cos(360% — w1 = cosiv)

-

1}-—""’”“" o

Hlidsteed regla fyrir tangensinn er tan(360° — v) = — tan(v) en hun faest med pvi ad deila
nedri j6fnunni upp i efri j6fnuna.



-39 -

Reglan cos(360° — v ) = cos(v) er sérlega mikilvaeg pvi ad samkvaemt henni er avallt haegt
ad finna tvo horn i hverri umferd sem hafa sama cosinus ef undan eru skilin tilvikin pegar
cosinusinn er 1 eda — 1.

9. Ad finna x pegar cos(x) er pekktur

Deemi 2.14 Finndu tvo horn i fyrstu umferd sem hafa cosinusinn 0,5 eda med 6drum
oroum:

Leystu jofnuna cos(x) =0,5 , x[0°,360°].

Lausn: Finnum eina lausn med vasareikninum: x = cos *(0,5) = 60° og hin lausnin er
hornid 360° — 60°= 300°.

Deemi 2.15 Leystu jéfnuna cos(x) = — 0,5 , x [0°,360°].

Lausn: Finnum fyrst lausnina x=cos*(-0,5) =120° og hin lausnin er 360° —120°= 240°.

Deemi 2.16 Leystu jéfnuna cos(x) = 1, x [0°,360°[.

Lausn: Hér faest adeins ein lausn sem er x=cos *(1) = 0° pvi ad hin lausnin
360° — 0° = 360° er ekki i fyrstu umferad.

Ef hornin v og v + 180° eru teiknud i grunnstédu liggja seinni armar peirra samhverft um
punktinn (0,0) og skurdpunktar seinni arma peirra vid einingarhringinn liggja einnig
samhverft um punktinn (0,0) (sja mynd). Punktarnir P og Q hafa pvi gagnsteed x-hnit og
gagnsteed

y-hnit. Par med fast eftirfarandi tveer reglur:

R4: ﬂﬂ>P
i = i w+180°
sinfv +180%) = — siniv) ot

cosly +1807 = — cosiv) /(1,0)
Q\

Pessa reglu meetti orda: sinus og cosinus skipta um formerki pegar halfri umferd er baett
vid hornio.



-40 -

Hlidstaed regla fyrir tangensinn er: R5:
tan(v + 180°) =tan(v)

hdn faest med pvi ad deila nedri j6fnunni i R4 upp i efri j6fnuna. Tangensinn helst sem sagt
Obreyttur pegar halfri umferd er beett vid hornid. Pvi eru avallt tvd horn i hverri umferd sem
hafa sama tangens.

10. Ad finna x pegar tan(x) er pekktur

Deemi 2.17 Finndu tvo horn i fyrstu umferd sem hafa tangensinn 0,5 eda med 6drum
oroum:

Leystu jpfnuna tan(x) =0,5 , xe[0°,360°][.

Lausn: Finnum eina lausn med vasareikninum: x = tan(0,5) ~ 26,6° og hin lausnin er
26,6° +180° = 206,6°.

Deemi 2.18 Leystu jofnuna tan(x) = = 0,5 , xe [O°,360°[.

Lausn: Finnum eina lausn med vasareikninum: x=tan'(-05) ~ —26,6° og 6nnur lausn
er —26,6°+180°=1534°. bar sem lausnin —26,6° er ekki i bilinu [0°,360°| feest pridja

lausn med pvi ad leggja 180° vid sidustu lausn og pé faest lausnin 333,4° (einnig er
haegt ad baeta 360° vid fyrstu lausnina). Lausnirnar eru pvi 153,4° og 333,4°.

Annars stigs hornafallajofnur

Jafnan 2sin*(x)—sin(x)—1=0 er daami um annars stigs hornafallajéfnu. Han er sambland

af annars stigs jofnu og sinusjéfnu. Fyrst parf ad leysa annars stigs jéfnuna. bad er haegt
ad gera med annars stigs formalunni, eda med pvi ad reyna ad patta j6fnuna i tveer fyrsta
stigs jofnur. Prautalendingin er ad leysa annars stigs jéfnuna i vasareikninum. Lausnin &
annars stigs jofnunni (oftast tveer lausnir) gefur moguleg gildi a sin(x) og pa er eftir ad
leysa sinusjéfnu til ad finna x-id.
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Daemi 2.19 Leystu jofnuna 2sin’(x) —sin(x)-1=0. X€[0°,360°[
Lausn: 2sin(x)—sin(x)—1=(2sin(x) +1)(sin(x)—1) =0

pa er 2sin(x)+1=0 eda sin(x)-1=0

SVo sin(x) = —% eda sin(x) =1

o

Lausn jofnunnar sin(x) = —% erx= {;100 og lausn joéfnunnar sin(x) = 1 er x =90°

par sem lausnin x = —30° er ekki a bilinu [0°,360°[ faest pridja lausn med pvi ad leggja
360° vid fyrstu lausnina og pa feest lausnin 330°. Lausnirnar eru pvi 90°, 210° og 330°

Deemi 2.20 Leystu jéfnuna cos®(x)—5cos(x)+6=0. X e [00,360°[

Lausn: Studlar annars stigs jofnunnarerua =1, b = -5 0g ¢ = 6 og lausnirnar eru
2 0g 3 og par med faest ad cos(x) = 2 eda cos(x) = 3 en hvorug jafnan hefur lausn svo
pad er engin lausn & pessu deemi.

Med pvi ad nota reglurnar R2 — R4 ma finna ndkvaem gildi fyrir horn sem hafa seinni arm
sem er speglun seinni arms hornanna 30°, 45° og 60° um x - &s, y - s og (0,0) punktinn.

Daemi 2.21 Finndu nakveemt gildi & a) sin(120°) , b) cos(225°) og c) tan(330°).

Lausn: a) 120° er freendhorn 60° (seinni armar speglast i y-asi) og freendhorn hafa sama
sinus svo
V3

sin(120°) = sin(60°) = -

b) 225° = 45° + 180° (speglun i (0,0) ) og samkveemt R4 breytir cosinus (og sinus) um

N

formerki pegar halfri umferd er beett vid svo ad cos(225°) = — cos(45°) = — -

c) 330° = 360° — 30° (speglun i x-asi) og samkvaemt R3 skiptir tangensinn um formerki vio

V3

speglun i x-asi og pvi er tan(330°) = — tan(30°) :—?
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Ein mikilveegasta regla hornafreedinnar er eftirfarandi regla:

R6: COS7(v)+5in"(vw)=1

Sénnun: Hofum ad @:(XJ og
y

‘@‘: x> +y? =1

Setjum badar hlidar i annad veldi og pa faest

nidurstadan: x> +y* =1 en nu var
X = cos(Vv) og y = sin(v) og par med faest
adcos®(v)+sinf(v) =1.

Heegt er ad nota R6 til ad reikna nakveemt gildi & sinus pegar cosinus er pekktur eda
ofugt.

Daemi 2.22 Reiknadu nakveemt gildi & sin(v) og tan(v) ef cos(v) = % .

Lausn: Notum fyrst R6 til ad finna sinusinn:

2 [
Hofum ad [ > +si(v)=1= sinz(v):l—ézﬁ = sin() =+ 144 :ig.
13 169 169 169 13

Hér eru tveer lausnir pvi ad v getur baedi verid i 1. eda 4. fjoroungi fyrst cos(v) > 0 og pvi
getur sin(v) beedi verid jakveedur eda neikveedur.

12
. +==
Finnum sidan tangensinn: tan(v) = sin(v) - 13 _ J_rg.
cos(v) 5 5
13

Sidasta deemi ma einnig leysa & annan hatt. Teiknum rétthyrndan
prihyrning med skammbhlid 5 og langhlid 13 og kdéllum adleegt horn
skammhlidarinnar v. Finnum naest hina skammhlidina sem er moétlaeg

horninu med reglu Pypagérasar: 5° +b* =13 = b =12. 13

pPar med finnst ad sin(v) = i%. Par sem hornid v getur baedi verid i

fyrsta eda fjorda fjoroungi (cosinusinn er jakvaedur) getur sinusinn AL
baedi verid plustala eda minustala.
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12. Innfeldi og horn milli vigra

R7: Ef vigurinn b hefur stefnuhorn v pba er 5:‘ 5‘((:05(\/)).

sin(v)

Sonnun: Latum b=0Q hafa upphafspunkt i O
og kollum skurdpunkt OQ og einingarhringsins P.

cos (v)j

2

ba er P = (cos(v), sin(v)) og OP =( .
sin(v)

P
)
NG er OP einingarvigur samstefna b og QF/U )

pvi er b= § 0P =[5 (COSW)J _ {\‘z\‘mf;}

sin(v)

Neesta regla er mjog mikilveeg en han lysir pvi hvernig innfeldi vigra tengist lengd peirra og
stefnu. Med horni a milli vigra er hér att vid hornid sem myndast & milli vigranna pegar peir
eru teiknadir Gt frA sama punkti.

R8: a-b= ‘éHE‘cos(v) par sem v er hornid & milli vigranna a og b .

Ath. Ef a 0og b eru ekki nallvigrar eru télurnar ‘5‘ 0og ‘5‘ badar jakveedar (lengd vigurs

getur ekki verid minustala). Formerkid & innfeldinu raedst pa af formerkinu & cos(v).
Innfeldio er jakveed tala ef hornid & milli vigranna er hvasst pvi ad pa er cos(v) plustala en
innfeldid er neikveett ef hornid a milli vigranna er gleitt pvi ad pa er cos(v) minustala. begar
hornid a milli vigranna er 90° verdur innfeldid 0 (cos(90°) = 0) eins og pegar hefur komid
fram i reglunni um hornrétta vigra.

Vid skulum lita & nokkur deemi um notkun reglunnar adur en hun verdur sénnud.

Deemi 2.23 Reiknadu innfeldi vigranna a 0og b ef H =5, ‘5‘ =60gVv=67°.
Lausn: a-b=5-6-cos(67°) ~117
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Neesta deemi er sérlega mikilveegt:

- (-1 - (8
Daemi 2.24 Reiknadu hornid & milli vigranna a =( 4 j og b= [3)

Lausn: Finnum fyrst innfeldi vigranna og lengdir:

a-b=(-1)-8+4-3=4, [a/=V1’ +4* =J17 oglo|=+8 +3° =73

Nu feest: cos(v) = a-b 4 ~01135= v ~835°.

4B T

Daemi 2.25 Reiknadu hornid a milli vigranna a og b ef H =8, ‘5‘ =2o0ga-b=-3.

Lausn: Ef vid einangrum cosinusinn i reglunni feest cos(v) = Setjum tolurnar inn og

\aH \

faum cos(v) = 8_—32 =—-01875= v =1008°.

- = 2
Daemi 2.26 Finndu gildid a s ef hornid a milli vigranna a =( S4J ogb= [SZ j er gleitt.
S_

Lausn: Ef hornid er gleitt pa er innfeldid a-b <0. Reiknum innfeldid og faum:
a-b=s(s+2)+(s—4)-1=s”>+3s—-4<0. betta er 2. stigs 6jafna sem vid leysum med
pbvi ad finna reetur marglidunnar s* +3s—4 og gera sidan formerkjamynd.

Finnum fyrst reeturnar: s® +3s—4 =(s+4)(s—1). NG sést ad reeturnar eru s = —4 0g
s = 1 og formerkjamyndin verdur svona:

4 1
I !
s +35-4 4+ 0o - 0+

Lausnin er par sem marglidan er neikveed (minusmerkid) svo s e ]— 4, 1[.
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Heegt er ad reikna stefnuhorns vigurs a med pvi reikna hornid & milli vigranna a og

.{;j

— 2
Daemi 2.27 Reiknadu stefnuhorn vigursins a :( 3] .

Lausn: a-i=2-1+(-3)-0=2, ‘5‘:\/2%32:\@ ,

_i‘zl. NU feest

cos(v) = 2 = v = 56,3° en par sem vigurinn liggur i 4. fjérdungi er stefnuhornid
V131

neikveett svo rétta svario er —56,3° (eda 303,7°).

Hér er svo sbénnun a reglunni a-b = ‘a”b‘cos(v).

Vid veljum hnitakerfi med x-asinn i stefnu vigursins a.

Stefnuhorn vigursins a er pa 0° en stefnuhorn vigursins
b er hornid v (sja mynd). Samkveaemt reglu 6 er:

[ () o=

=k

wl| =

- — (|5 blcos(v)| o S
a.b@a\].[” J‘aHb‘cos(v)+O-‘b‘sm(v)‘a”b‘c |

0 ‘B‘Sin(v)
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Kafli 3 — brihyrningar

| pessum kafla eru prjar reglur sem gilda i 6llum i prihyrningum. Fyrsta reglan er
flatarmalsregla en hinar tveer reglurnar eru til ad reikna horn og hlidar i prihyrningi.

Regla 1: Flatarmal (F) prihyrningsins ABC er

F= %bc sin(A)

SOnnun:

Veljum c fyrir grunnlinu og teiknum haedina h a
grunnlinuna. c

Litli skyggdi prihyrningurinn er rétthyrndur med ;
langhlid b og pvi gildir: h

sin(A) = E = h=b-sin(A)

Notum nu regluna F = %g -h til ad reikna flatarmal prihyrningsins ABC og pa faest:

1 1 1 ,
F==-g-h==c-h==c-b-sin(A
2g 2 2 (A)

Ath. Ekki skiptir mali hvada hlid er valin fyrir grunnlinu og pvi feest & samsvarandi hatt ad
1 : 1 . 1 ,
F= Ebc sin(A) = Eab sin(C) = Eac sin(B) Q.E.D.

I sénnuninni hér ad ofan er gert rad fyrir ad prihyrningurinn sé hvasshyrndur en sama
nidurstada faest pott prihyrningurinn sé rétthyrndur eda gleidhyrndur.

Ath. Til ad geta notad regluna um flatarmalid parftu ad pekkja tveer hlidar og hornid & milli
hlidanna (sja mynd).
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Deaemi 3.1 Reiknadu flatarmal prihyrningsins ABC efa =8, b = 10 og £C = 50°.

Lausn: F = %-8-10 -sin(50°) ~ 30,64

Daemi 3.2 Reiknadu ~B ef a = 6 cm, ¢ = 8 cm og flatarmal prihyrningsins er 20 cm?.

Lausn: Hofum ad 20 = % .6-8-sin(B) = sin(B) ~ 0,8333 = B = 56,4° eda B =123,6°.

Sinusreglan

Regla 2: [ prihyrningnum ABC gildir ad:

a b c
sin(A) sin@) sin(C)

Sonnun: Samkveemt reglunni um flatarmal prihyrnings faest:
% bcsin(A) = % acsin(B) = % absin(C)

Margféldum med 2 péa faest

bcsin(A) = acsin(B) = absin(C)

Deilum pvi naest med abc pé feest

sin(A) _sin(B) sin(C)
a b

Sé 6llum brotunum snuid vid faest sinusreglan

a b ¢
sin(A) sinB) sin(C)

Q.E.D.

sin(A) _ sin(B) _ sin(C)_

Ath. Pad ma einnig rita sinusregluna med sinusana i teljara p.e. b
c
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Daemi um notkun sinusreglunnar

a b ¢
sin(A) sinB) sin(C)

Haegt er ad nota sinusregluna a tvo vegu:

i) Ef pekkt er ein hlid og 6ll horn pa er haegt ad reikna hinar lengdir hinna hlidanna.
(Ath. Pad neegir ad tvo horn séu gefin upp pvi haegt er ad reikna pridja hornid
mead pvi ad nota hornasummu prihyrnings.)

Deemi 3.3 1 AABC er gefid ad a =5, ZA =30°0g «B = 65° . Reiknadu pridja hornid og
lengdir b og c.

Lausn: Reiknum fyrst hornid C.
ZC =180° —30° — 65° = 85°.
Finnum neest lengd hlidarinnar b med sinusreglunni.

b a b 5 b sin(65°) -5 _

= = = = ~ 9,06
sin(B) sin(A) sin(65°) sin(30°) sin(30°)
Finnum svo lengd hlidarinnar ¢ & samsvarandi hatt:
- c = — a j— - c = — 5 —-> C = M ~ 9’96
sin(C) sin(A) sin(85°) sin(30°) sin(30°)
i) Ef pekktar eru tveer hlidar og horn sem er & méti annarri pekktu hlidinni er haegt

ad reikna hornid & maéti hinni hliginni (pridja hornid finnst svo med pvi ad nota
hornasummuna og pridja hlidin med sinusreglunni sbr. i)). Hér er adgéatar porf
pvi ad hugsanlega koma tvo horn til greina p.e. hvassa hornid sem
vasareiknirinn gefur og freendhornid sem er gleitt (freendhorn hafa sama sinus).
Stundum er heegt ad utiloka gleida hornid (eda hvassa hornid) vegna
hornasummunnar en sum daemi hafa tveer lausnir, m.6.0. tveir prihyrningar
koma til greina.
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Daemi 3.4 1 AABC ergefidada=5,b=40g ZA =65°. Reiknadu hin hornin og
lengd hlidarinnar c.

Lausn: Finnum fyrst /B med sinusreglunni:

sin(B) _ sin(A) N sin(B) _ sin(65°)
b a 4
= B ~ 46,5° eda B ~133,5° (freendhornid)

= sin(B) = ~ 0,725

4 -sin(65°)
5

Hornid 133,5° er of stort og kemur ekki til greina svo B ~ 46,5°.
P4 er LC =180°-65°—46,5° = 68,5° og lengd hlidarinnar c finnst svo med sinusreglunni
(sbr deemi 1) og feest pa:
_ c _ 5 :>C:sm(_68,5)-5z5’1&
sin(68,5°) sin(65) sin(65°)

Daemi 3.51 AABC er gefid ad a =8, b = 10 og £A = 35°. Reiknadu hornin B og C og lengd
hlidarinnar c.

Lausn:

10-sin(35°)

sin(B) _ sin(A) N sin(B) _ sin(35°)
b a 10 8
= B ~ 45,8° eda B ~ 134,2° (freendhornd)

= sin(B) = ~ 0,717

Hér koma baedi hornin til greina og pvi verda tveer lausnir & deeminu:

) /B =458, /C =180° - 35°—45,8° = 99,2°

sin(99,2°) - 8

0og pa verdur c =
ab sin(35°)

~ 13,77

i) /B =134,2°, /C =180°—35°—134,2° = 10,8°
. _ Sin(10,8°) -8

og pa verdur
gp sin(35°)

~ 2,61.




-50 -
Késinusreglan

Regla 3: [ prihyrningnum ABC gildir ad a?> =b? +¢c? —2-b-c - cos(A)

Soénnun: Baum til vigra ar hlidum prihyrningsins ABC (sjA mynd) og setjum

AB=c,AC=b og CB=a ba feest

b+ta=c = a=c-b

Reiknum naest innfeldi vigursins a vid sjalfan sig badum
megin jafnadarmerkisins og pa feest:

a-a(c-b)-(c~b)=c-c—2b-c+b-b

- — — 2
Notum sidan regluna a-a = ‘ a‘ asamt reglunni

a-b

‘5‘ ‘B‘COS(V) og pa feest
\5\2:\6\2 -2|b||c|cos(A) +\6\2
en pad gefur kdsinuregluna

a®=b*+c?-2-b-c-cos(A) Q.E.D.

Daemi um notkun késinusreglunnar

a’=b*+c?-2-b-c-cos(A)

Haegt er ad nota késinusregluna & tvo vegu:

i) Ef pekktar eru tveer hlidar og hornid a milli peirra pa er haegt ad reikna pridju hlidina,
p.e. hlidina & moti horninu. (S6mu upplysingar duga til ad haegt sé ad nota

fyrrnefnda reglu um flatarmal prihyrnings.)

Deemi 3.6 | AABC er gefid ada =5, b =6 og £C = 65°. Reiknadu lengd hlidarinnar c.

Lausn: Samkveemt kosinusreglunni er ¢c® =a® +b* —2-a-b-cos(C). bvi feest:

c®>=5%°+6°-2-5.6-c0s(65°) ~ 35,64 = c ~ 5,97




-51 -

i) Ef allar hlidarnar eru pekktar pa er haegt ad reikna Ut hornin. Fyrst parf pa ad snua
késinusreglunni vio:

a®=b*>+c”>-2-b-c-cos(A)

Vixlum fyrst & lidnum a? og lidnum 2-b-c-cos(A). b4 faest:
2-b-c-cos(A) =b* +c? —a?

deilum naest med 2-b-c i bédar hlidar. ba faest:

b? +c? -a’

cos(A) = 7 bC

Daemi 3.7 | AABC er gefid ad a =5, b = 6 og ¢ = 8. Reiknadu hornin.

Lausn: Reiknum t.d. hornid A med késinusreglunni:

2, 2 o2 2, q2 g2
cos(p) =2 e -a 67 +8 -5 U5 _ A <3862
2.b.-c 2.6.8 9

A sama hatt finnst ad

2 2 2 2 2 2
cos(B) = & ¢ b 5 +8 -6 :§:>Bz48,51°
2-a-c 2-5-8 80

Hornid C faest svo med pvi ad nota ad ~£C =180° — 38,62° — 48,51° = 92,87°.
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Kafli 4 — Keilusniod

Jafna hrings

Punkar sem liggja a hring i hnitakerfi uppfylla akvedna jo6fnu sem
nefnist jafna hringsins.
Latum M = (h, k) vera midju hringsins, r vera radius hringsins og P
= (X, y) vera einhvern punkt & hringnum (sja mynd).
Hnit vigursins MP eru (X hJ.

y—k | WP |=r

NuU feest:

P er & hringnum ef og adeins ef lengd vigursins MP er jofn radius hringsins, p.e. ef
Xx—h
y—k

(X_:j‘z Jx—n)Z 1 (y—K) svo

MP | = —r.

Samkvaemt reglunni um lengd vigurs er

Jx=h)? +(y—k)? =r.
Setjum badar hlidar i annad veldi og pa feest jafnan:

(x=h)* +(y-k)* =r*

I jofnu hringsins kemur fram hnit midjunnar (h , k) og radius hringsins. Taktu eftir ad hnit
midjunnar eru gagnstsed vido merkin i sviganum.

Daemi 4.1 Ritadu jofnu hrings med midju M = (2, — 5) og radius r = 4.

Lausn: (x—2)* +(y—(-5))* =4% eda (x—2)* +(y+5)* =4?

Daemi 4.2 Er punkturinn Q = (5, 1) innan eda utan hringsins eda a hringnum sem
gefinn er med jofnunni: (x +2)> +y> =7% ?

Lausn: Hringurinn er med midju (— 2, 0) og radius r = 7. Reiknum fyrst hnit vigursins
MQ og sidan lengd hans og berum saman vid radius hringsins.

— (5-(-2 7 —

MQ :[ L (O )J:(J 0g ‘MQ‘=\/72 +1? =4/50 > 7. bar med sést ad Q er utan
hringsins.
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Daemi 4.3 Punktarnir A= (8, 14) og B = (- 4, -2) liggja a hring.
Finndu jo6fnu hringsins ef AB er midstrengur i hringnum.

Lausn: Midpunktur hringsins finnst med midpunktsreglunni:

M= [ Xt Xz YatY, :(8+(_4);14+(_2)j:(2’6)'
2 2 2 2
Radius hringsins er halfur midstrengurinn svo hann ma finna med pvi ad reikna

lengdina a A_Bog deila med 2.

E:(“‘_Sj:(_lzj og \E\:x/uz +162 = /400 =20

-2-14 -16
pa er radiusinn r = 10 og jafnan verdur pa

(x—2)* +(y—6)* =10?

Ef reiknad er upp ar sviganum i jéfnu hrings og lidir dregnir saman glatast
upplysingarnar um midju og radius hringsins sem lesa ma beint Gt ar j6fnunni. P& parf ad
beita adferdinni ad fylla i ferninginn til ad koma joéfnunni yfir & rétt form. Ao fylla i ferninginn

er ad baeta vid pridja lid til ad steerd & forminu x* +bx (edax® —bx) verdi ferningssteers.
Samkvaemt ferningsreglunum er (xJ_rb)2 = x? +2bx +b? svo ad pridji lidurinn feest med pvi
aod helminga x-studulinn og setja itkomuna i annad veldi.

Daemi 4.4 Finndu midju og radius hringsins x* +8x+y* -6y =2.

Lausn: prigji lidurinn sem vantar med x-lidunum er talan 16 (helmingurinn af 8 er 4 og
4% = 16) og pridji lidurinn sem vanta med y-lisunum er 9 (helmingurinn af 6 er 3 og
3% =9). Vid baetum pessum lidum vid badar hlidar jéfnunnar og umritum sidan
ferningssteerdir. ba feest:

X* +8Xx+16+y* —6y+9=2+16+9

sem verdur (x+4)* +(y—3)* =27
0g par med sést ad midjan er (-4 ,3) og radiusinn er v27 .

Ef studlar standa med x?- og y*-lidunum parf ad byrja & ad deila i badar hlidar jéfnunnar.

Deemi 4.5 Ritadu jéfnuna 3x* +12x + 3y —36y +15=0 a forminu
(x=h)? +(y—-k)* =r2.

Lausn: Deilum i alla lidi med 3 og feerum fasta lidinn yfir. P& feest:
X? +4x+y? —12y =-5.

Fyllum naest i ferninginn og pa faest
X? +4x+4+y* 12y +36=-5+4+36

sem gefur jéfnuna: (X+2)* +(y—6)* =35.
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Daemi 4.6 Reiknadu skurdpunkta hringsins sem gefinn er med jofnunni
(x+1)° +(y —2)° =8vid hnitadsana (p.e. x-as og y-as).

Lausn: Reiknum fyrst skurdpunkta vid x-as: Um alla punkta a x-asi gildir ad y-hnit peirra er
0, p.e. peir hafa hnit & forminu (x , 0). Margféldum fyrst upp Ur svigunum i jéfnu hringsins og
setjum sidan 0 i stad y og feerum alla lidi i vinstri hlid. Pa feest:

X? +2x+1+y? —4y+4 =8 sem verdur x> +2x—-3=0

sem er annars stigs jafna med lausnir x = 1 og x = — 3. Skurdpunktar vid x-as eru pvi
(-3,0)0g(1,0).

Punktar & y-asi hafa x-hnitid 0, p.e. peir hafa hnit & forminu (0, y) svo peir finnast med pvi
ad setja x = 0 i jofnu hringsins og pa faest annars stigs jafnan:

4i@~{4,65
S

-0,65

y? —4y -3 =0 sem hefur lausnir

svo skurdpunktar vid y-as eru (0 ; 4,65) og (0, — 0,65).

Skurdpunktar hrings og linu

Ef reikna & skurdpunkta hrings og linu parf ad leysa saman jofnu hringsins og joéfnu
linunnar en pad er haegt ad gera med pvi ad nota innsetningaradferdina:

i) Reiknum upp dr svigunum i jofnu hringsins ef han er & forminu
(x—h)* +(y—k)* =r? og feerum alla li&i i adra hlid.

i) Setjum linuna & skurdhallaform y = hx + m ef hdn er & 6dru formi*.

i) Setjum steerdina (hx + m) i stadinn fyrir y —id i j6fnu hringsins og faum annars
stigs jofnu med x sem leysa ma i vasareikninum.

iv) Reiknum sidan y-hnit skurdpunktanna med pvi ad setja inn i jéfnu linunnar.

*(I sumum deemum gaeti verid einfaldara ad einangra x — id i jéfnu linunnar og fa fram
annars stigs jofnu med y).
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Deemi 4.7 Reiknadu skurdpunkta hringsins (x —2)* + (y +3)* =17 og linunnary = 2x — 1
(ef til eru).

Lausn: Reiknum fyrst upp ar j6fnu hringsins og feerum lidina i adra hlid. b4 feest
X? —4x+y*+6y—-4=0
Setjum naest staerdina (2x — 1) i stadinn fyrir y-id i jofnu hringsins. pa feest:
XZ —4x+(2x-D*+6(2x-1)-4=0
NU reiknum vid upp Ur svigunum og einféldum og pa feest:
X> —4X +4X* —4x+1+12x-6-4=0

= 5x°+4x-9=0

Vid leysum nu annars stigs jofnuna i vasareiknunum og faum tveer lausnir:

sem eru x-hnit skurdpunktanna. y-hnitin fast med jéfnu linunnar (p.e. y = 2x — 1):
y,=2-1-1=1o09 y,=2--18-1=-4,6

Skurdpunktarnir eru pa (1, 1) og (-1,8 ; — 4,6).

Ef finna & skurdpunkta tveggja hringa parf ad leysa saman jofnur hringanna.
i) Reiknum upp ar svigunum ef jéfnur hringanna eru & forminu (x —h)* +(y —k)* =r?
i) Margféldum sidan jofnu annars hringsins med -1 og leggjum vid jéfnu hins
hringsins. P& eydast x*- og y*- lidirnir og eftir er jafna linu sem vid setjum &

skurdhallaform (eda einangrum x-lidinn fra hinum lidunum).

iif) Finnum skurdpunkta linunnar og annars hringsins & sama hatt og i deemi &
undan.
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Daemi 4.8 Reiknadu skurdpunkta hringanna sem gefnir eru med jéfnunum
(x+2)f +(y-3f =42 og x® +y2 -4y -1=0.

Lausn: Reiknum upp Ur sviganum i hring I: pa faest x> + 4x +y*> -6y -3 =0

Margféldum jofnu hrings Il med — 1 og leggjum vid jofnu hrings I:

X +4x+y?> —-6y—-3=0

~x*-y?* +4y+1=0

4x -2y -2=0
Jafnan 4x — 2y —2 =0 er jafna linu sem & skurdhallaforminu verdur y = 2x — 1.

Setjum neest steerdina (2x — 1) inn fyrir y i jofnu hrings 1l (hun er einfaldari) og reiknum upp
ar svigunum. b4 faest:

x? +(2x-1? -4(2x-1)-1=0 = 5x*-12x+4=0.
Lausnir 2. stigs jofnunnar eru x, =2 , x, =0,4 og tilsvarandi y verda
Yy, = 3 og Y, = -0,2

Skurdpunktarnir verda pa (2, 3) og (0,4 ; —0,2).
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Sporbaugur

Sporbaugur er eins og hringur sem buid er ad teygja til.

Laréttur storas

Ladréttur stdras

Almenn jafna sporbaugs med midju (h , k) og laréttan stéras er

(x=h)* , (y=K’

5 5 =1 parsemO<b<a.
a

Tolurnar a og b eru p.a. storasinn hefur lengdina 2a og skammasinn hefur lengdina 2b.

(x=h)*  (y-k)*
r " r’
sema="b =r (p.e. stérasinn (2a) er jafnlangur og skammasinn (2b) og er pa hvor um sig

jafnlangur og midstrengur hringsins (2r)).

Jofnu hrings ma rita a forminu =1 svo hringur er eins og sporbaugur par

ATH. [ vasareikninum er midjan taknud med (H , K) og talan A getur baedi stadid fyrir
lengdina a halfum stérasi eda halfum skammasi. Best er ad hugsa deemid pannig ad heerri
talan (af A og B) gefur lengdina & halfum stoérasi og leegri talan halfum skammasi. Ef heerri
talan er undir x-sviganum verdur storasinn laréttur en ef heerri talan er undir y-sviganum er
storasinn lodréttur.

A stérasi sporbaugs eru tveir punktar sem kallast brennipunktar (focus i vasareikni).
Fjarleegod peirra fra midju sporbaugs er talan ¢ par sem c er gefio med formalunni

c=+a’-b® (ath. a erlengdin & halfum stérasi, p.e. a er haerri talan).

p.e. ¢ = kvadratrotin af (halfur storas i 6dru veldi minus halfur skammas i 6dru veldi).

[42  R2
Talan e = c_ va b kallast hringvik og er meelikvardi & hvad sporbaugurinn er
a a

teygour. Talan e er & bilinu fra 0 til 1 (e = 0 gefur okkur hring en ekki sporbaug) og pvi
naer sem e er gildinu 1 peim mun teygdari verdur sporbaugurinn en pvi naer sem e er
gildinu O peim mun meir likist sporbaugurinn hring.

Brautir reikistjarnanna eru sporbaugar sem flestar eru tiltdlulega hringlaga nema braut
Merkuar og PIuté sem adur taldist reikistjarna. Brautir sumra halastjarna eru sporbaugar og
geta peer haft hringvik nalsegt 1.
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Daemi 4.9 Finndu midju, lengd storass og skammass, hnit brennipunkta, hringvik og
skurdpunkta sporbaugsins vid y — as ef jafna hans er:

LY 2
(-4 0+3F
5 16

Lausn:
i) Midjan er (4, — 3).

ila=50gb =/16 = 4 svo storasinn er laréttur og er 10 ad lengd en skammasinn er 8 ad
lengd.

iii) Finnum neest téluna c.

C=+25-16 =3

iii) Brennipunktarnir eru & laréttu linunni y = — 3 (midja sporbaugs og brennipunktar eru
allir & stéras) i fjarleegdinni ¢ = 3 frA midpunkti svo hnit peirra eru

(1,-3)og (7,—-3). (Einnig er haegt ad finna pa i vasareikninum.)
iv) Hringvikio er e = c. E
a b5

v) Margféldum upp ur svigunum og margfoéldum jéfnuna svo med med 25-16 =400 til ad
eyda brotum og pa faest:

16x° —128x + 256 + 25y? + 150y + 225 = 400

Sidan setjum vid x = 0 (allir punktar & y-asi byrja a 0) og leysum 2. stigs jéfnuna
25y® +150y +81=0 f{ vasareikni sem gefur lausnirnar y, =-0,6 , y, =-5,4

Svo skurdpunktar vid y — as eru (0;-0,6) og (0;-5,4). (Einnig er heegt ad finna pa i
vasareikninum.)
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Breidbogi

Ladréttur tengias

Laréttur tengids

Jafnan
(x-h)?>  (y-k)*
a2 b2 1

er jafna breidboga med midju (h, k) og laréttan tengids. Tengiasinn er larétta (eda lodrétta)
linan gegnum midjuna. Skurdpunktar breidbogans og tengiassins kallast topppunktar
(vertex) breidbogans og eru peir i flarleegdinni a fra midjunni svo fjarleegdin a milli
topppunktanna er 2a. (Ath. midpunkturinn sjalfur er ekki & breidboganum heldur & mitt &
milli boganna.) Tengiasinn er laréttur pegar plusinn er a x — sviganum.

Jafnan

(y-k)*  (x=h)*
2 - 2 =1
a b
er jafna breidboga med l6dréttan tengias. (PlUsinn er a y — sviganum.)
Ath. Talan a erinefnara brotsins sem er i plis en talan b er i nefnara brotsins sem er i

minus og gildir pad sama fyrir A og B i breidbogajofnunni i vasareikninum.

Hnit topppunktanna er haegt ad finna med pvi ad reikna skurdpunkta breidbogans vid
tengiasinn, eda med pvi ad nota sér ad peir eru i flarleegdinni a fr& midpunkti
breidbogans og pvi feest:

Ef tengiasinn er laréttur eru skurdpunktarnir (h + a; k) og (h—a; k) en ef hann er
|6aréttur verda skurdpunktarnir (h; k+a) og (h;k-a).

Einnig er haegt ad finna hnit topppunktanna i vasareikninum.

Breidoboginn hefur brennipunkta (eins og sporbaugurinn) sem liggja a tengiasnum.
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Daemi 4.10 Finndu midju og hnit beggja topppunkta breidbogans

(x-2)*  (y+2?
2 g b

Lausn:
i) Hnit midju eru (2 , —-1).

i) Tengiasinn er laréttur (pldsinn er a x — sviganum og topppunktarnir eru i fjarleegdinni
2 fra midjunni (a = 2) svo hnit peirra eru (4, -1) og (0, -1).

Meira um keilusnid @
Ferlarnir (hringur, sporbaugur og breidbogi) sem lyst ‘ i

hefur verid i kaflanum hér a undan dsamt fleygbog|
fleygboganum kallast einu nafni keilusnid. Nafnio er
dregid af pvi ad ferla pessa ma fa fram med pvi ad
skera tvofalda keilu med sléttu (eda plani). Venja er
aod flokka keilusnidin i prja flokka, sporbauga (lita ma
a hring sem sértilfelli af sporbaug), fleygboga og
breidboga. pad fer eftir pvi undir hvada horni sléttan
sker keiluna hver pessara ferla kemur fram (sja
mynd).

breiobogi

Talid er ad griski steerofreedingurinn Menakmos, sem

uppi var a fjéréu old fyrir Krist, hafi verid fyrstur til ad lysa keilusnidum. Old sidar ritadi
Apollonius fra Perga atta baekur um keilusnid og eru athuganir hans a peim oft taldar
mesta afrek griskra rimfreedinga. Arabar, Persar og gydingar vardveittu griska frodleikinn
0g beettu vid hann. Persneski staerdfraedingurinn og ljédskaldid Omar Khayyam
(1048-1122 ) var fyrstur til ad nyta keilusnid til ad leysa algebrujéfnur. A sautjandu éld
uppgotvadi Johannes Kepler ad brautir reikistjarna umhverfis sélu eru sporbaugar. bar
med komust keilusnidin i svidsljosio.

I hagnyttri steerdfraedi og edlisfraedi koma keilusnid vida fyrir. bad er ekki tilviljun ad i
rumfreedilegum lysingum & keilusnidum eru akvednir punktar kalladir brennipunktar eins og
i lj6sfreedi. Vegna ramfraedilegra eiginleika keilusnida gegna pau lykilhlutverki i
sjonglerjafraedi. Fleiri deemi um keilusnid ma finna i umhverfi okkar. Ferill hlutar sem er
kastad er fleygbogi. Virar sem halda uppi hengibrd mynda hluta af fleygboga. Halogenljos
varpa oft breidbogum & veggi og pott brautir flestra halastjarna séu sporbaugar (eins og
fram kom fyrr i kaflanum) pa eru brautir nokkurra halastjarna breidbogar (rannsoknir syna
ad braut peirra var adur sporbaugur en hefur aflagast) svo nokkur deemi séu tekin.
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Haegt er ad skilgreina keilusnidin ut fra 4kvednum ramfraedilegum eiginleikum peirra eins
0g nu verdur gert:

Sporbaugur er skilgreindur sem safn allra punkta P sem hafa akvedna
samanlagda fjarleegd d fra tveimur gefnum punktum F; og F,. Med

68rum ordum: Punkturinn P er & sporbaugi ef | FP|+|F,P|=d par sem

d er steerri en fjarlaegdin a milli punktanna F;1 og F, . Punktarnir F; og F»
kallast brennipunktar sporbaugsins.

\

Fleygbogi er safn allra punkta P sem eru pannig ad fjarlaegd P fra brennipunktur
gefnum punkti F (brennipunkti) og fjarleegd P fra gefinni linu |

o . F
(styrilinu) eru jafnar.

styrilina

Breidbogi er safn allra punkta P pannig ad mismunurinn a fjarleegd
P fra tveimur gefnum punktum F; og F, er fost 4kvedin tala d. Med

68rum ordum er |F,P|—|F,P|=d. Punktarnir F; og F kallast
brennipunktar breidbogans.

Séu keilusnid teiknud i venjulegu hnitakerfi ma lysa peim med jofnu af gerdinni:

Ax? +Bxy + Cy? +Dx+Ey+F =0 par sem A, B, C, D, E og F eru gefnir fastar.

Til deemis faest jafna einingarhringsins: x*+y?=1ef A=C=1,B=D=E =0 og

F =-1 og jafna fleygbogans y=x? ef A=-1,E=10gB=C=D=F =0. Haegt er ad
finna margvislegan frodleik um keilusnid a netinu.
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Kafli 5 — Almenn jafna beinnar linu

: . ] . ] - (a
Jafnan ax + by + ¢ =0 kallast almenn jafna beinnar linu. Pvervigur linunnar n = (bj

kemur fram i almennu jéfnunni. Pvervigur linu er vigur sem er hornréttur & linuna.

Ef gefinn er punktur P, = (X, ,Y,) & linu med pvervigur n= {SJ er einfaldast ad finna

almennu jéfnuna med pvi ad nota regluna um innfeldi hornréttra vigra sem gefur ad
P,P-n=0 parsem P = (x, y) er einhver punktur a linunni.

Daemi 5.1 Finndu almenna jéfnu linu sem liggur i gegnum punktinn P, = (2 , 4) og

hefur pvervigur ( 52}

Lausn: Latum P = (x, y) vera einhvern punkt & linunni. pa er

- X—2 5
pop.n:[y_J-(_ZJ=5(x—2)+(—2)<y—4)=0

svo almenn jafna linunnar er 5x -2y -2 =0

Daemi 5.2 Finndu almenna jéfnu linu sem liggur i gegnum punktana P, = (-2,4) og
I:)2 = (3 / 6) .

. : . = 5 -2
Lausn: Einn af pvervigrum linunnar er n = (Ple)b :( j :( J
b

Notum nu pvervigurinn og annan punktinn t.d. P, = (3, 6) til ad finna almennu jéfnuna
eins og i sidasta synideeminu. pa faest:

X-3) (-2
(y—6j.£ . ]:—2(x—3)+5(y—6):0

= —2X+5y—-24=0
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Daemi 5.3 Reiknadu skurdpunkta linanna 8x — 4y —4 =0 og 2x + 5y — 19 = 0.

Lausn: Leysum joéfnurnar saman (med samlagningaradferd, innsetningaradferd eda i
vasareikninum) og péa feest x = 2 og y = 3 svo skurdpunkturinn er (2 , 3).

Ofanvarp punkts & linu

Latum P vera punkt og | linu. Punkturinn S sem er skurdpunktur P
linunnar | og linunnar m sem liggur i gegnum P og er hornrétt I
alinunal kallast ofanvarp punktsins P & linuna I. m

o}

Daemi 5.4 Finndu ofanvarp punktsins P = (2, 5) & linuna | sem gefin er med almennu
jofnunni 3x + 4y + 24 = 0.

Lausn: Vid purfum fyrst ad finna jofnu linunnar m sem er linan gegnum P hornrétt a |.
Vigurinn Gj er pvervigur |. Vigurinn GJ = (_34j er pa pvervigur m. Finnum neest
almenna j6fnu linunnar m. ba feest p

—4(x-2)+3(y-5)=0eda —4x+3y-7=0
Skurdpunkturinn S feest med pvi ad leysa jofnuhneppio

3X+4y+24=0
—-4x+3y-7=0

en pad ma gera med samlagningaradferd, innsetningaradferd eda i vasareikninum
(EQUA).

Lausniner x=-4,y=-3sw S = (-4,-3)

Ath. Ef linan er larétt eda 160rétt er haegt ad finna ofanvarpspunktinn an nokkurs
utreiknings!
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,,,,,,,,,, PR U O SO
Deaemi 5.5 Reiknadu fjarleegdi punktsins P = (3, 4) fra linunniy = 2. ““‘“'jr’ """
Lausn: Teiknum linuna inn i hnitakerfi og merkjum punktinn inn (sja

mynd). Fjarleegdin er augljéslega 2.

Fjarleegdarformulan

Fjarleegd punkts P fra linu | er skilgreind
sem minnsta mogulega fjarleegd milli P og
punkts S & linunni | en fjarlaegdin er minnst

pegar vigurinn SP er hornréttur a linuna |,
p.e. pegar S er ofanvarp punktsins P a1l . 5

Pvi er haegt ad reikna fjarleegd punkts P fré@u | med pvi ad reikna hnit punktsins S sem
er ofanvarp P & I, og sidan lengd vigursins SP.

Mun paegilegra er p6 ad nota eftirfarandi formulu sem kallast fjarleegdarformalan:

Ef P= (xl,yl) og linan | hefur almenna jofnu ax+by+c =0 pa er fjarleegd punktsins P
fra | gefin med
|ax, +by, +c|

vJa? +b?

Daemi 5.6 Reiknadu fjarleegdina fra P = (3, 7) til linunnar | sem er gefin med joéfnunni
3Xx—-4y+10=0.
|3:3-4.7+10| |-9|

V3% + 4% 5

Lausn: =1,8

Daemi 5.7 Reiknadu fjarlaeegd punktsins P = (2, 5) fra linunni y = 3x - 5.

Lausn: Finnum fyrst almenna jofnu linunnar | en htn er —3x+y +5 =0 og notum
sidan fjarleegdarformuluna:

[-3-2+5+5] 4 ( 210
NERE J10 5
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Sonnun & fjarleegdarformulunni:

p - = a .
Latum P =(x,,y,), S=(x,,Y,) vera ofanvarp P & linunalog n = (b} vera pvervigur

linunnar ax + by + ¢ = 0. Reiknum innfeldid n-SP & tvo vegu:

i)ﬁ-@:\ﬁ“@

cos(v) = va® +b? ‘ﬁ‘ .+1. Hér er v hornid & milli n og SP en pad

er annad hvort 0° eda 180° pvi ad n og SP eru samsida (badir hornréttir 4 )
NU er cos(0°) =1 og cos(180°) = —1 og pvi er cos(v) =+ 1.

ii)

- — (a) (X, =X,

n-SP = bl vy = a(xl—xo)+b(yl —yo)zaxl +by, + (—ax, —by,) =ax, +by, +c¢
1 Yo

| sidasta skrefinu var notad eftirfarandi: fyrst S = (x0 , yo) er & linunni | paer

ax, +by, +c =0 swo ¢ =-ax, —by,.

Vi@ hofum pvi fengid ad va® +b? -

§‘-(J_rl) = ax, +hy, +c¢

Setjum nu algildi badum megin og notum ad | +1| =1 pa feest:

_|ax, +by, +c|

Ve 407 8P = |ax, by, | swo | 5P| = T2
a” +
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Kafli 6 — Meiri hornafraedi
I fyrri hornafreedikaflanum voru eftirfarandi hornafreedireglur:
R1: cos(v) = cos(v + h-360°) og sin(v) =sin(v+ h-360°) , heZ

R2:  sin(180° —v) = sin(v)
cos(180° — v ) = —cos(v)

R3: sin(360° —v) = —sin(v)
c0s(360° — v) = cos(v)

R4: sin(v + 180°) = —sin(v)
cos(v + 180°) = — cos(v)

R5: tan(v + 180°) = tan(v)
R6:  cos’(v)+sin®(v) =1
Reglur fyrir tangensinn sem samsvara R2 — R3 fast med deilingu.

Med pvi ad nota ad sin(v) og cos(v) haldast 6breytt ef heil umferd er dregin fra horninu v
ma fa fram eftirfarandi reglur
sin(—v) =—sin(v) og cos(- V) = cos(v)

en peer fast med pvi ad draga 360° fra hornunum i vinstri hlid R3. bessar reglur eru p6
adeins brot af 6llum peim reglum sem gilda i hornafraedinni. Neestar a listanum eru
formualur sem kallast summuformulur sem syna hvernig cosinus (og sinus og tangens) af
summu eda mismuni tveggja horna tengist cosinus og sinusi hornanna tveggja.

Hvada samband er t.d. & milli talnanna cos(70°) = 0,3420, cos(30°) = 0,8660 og
cos(40°) = 0,7660 ?

Vio fyrstu syn virdist ekkert samband vera & milli pessara priggja talna. Ekki er p6 allt sem
synist. Pad er samband a milli talnanna sem er gefid med einni summuformulunni.
Samkvaemt henni er cos(70°) = cos(30°)cos(40°) —sin(30°)sin(40°).

Hér eru svo summuformulurnar sex.

Summuformulur

1. cos(u—v) = cos(u) - cos(v) +sin(u) - sin(v)
2. cos(u+V) = cos(u) - cos(v) —sin(u) - sin(v)
3. sin(u-v) =sin(u) - cos(v) —cos(u) - sin(v)
4. sin(u+v) = sin(u) - cos(v) + cos(u) - sin(v)

tan(u) — tan(v)
1+ tan(u) - tan(v)

tan(u) + tan(v)
1-tan(u) - tan(v)

5. tan(u-v) =

6. tan(u+v) =
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Sonnun & fyrstu summuformualunni.

Samkvaemt almennu skilgreiningunni & cos(v) og sin(v) hafa punktarnir P og Q
hnitin P = (cos(u), sin(u)) og Q = (cos(v), sin(v)) (sja mynd).

Hnit vigranna OP og OQ eru pa
op - (cos(u)} og 0O =(cos(v)j

sin(u) sin(v)

(1,0)

x-_

Reiknum na innfeldi vigranna oP og @

Sé innfeldid reiknad samkvaemt skilgreiningunni a-b = x, - x, +y, -y, feest

OP -0Q = (cos(u)} : (COS(V)] = cos(u) cos(v) + sin(u) sin(v)

sin(u) ) { sin(v)

Sé innfeldid hins vegar reiknad samkvaemt reglunni a-b = ‘ 5“ b ‘ cos(v) par sem v er

hornid & milli vigranna a og b faest nidurstadan

OP - OQ =1-1-cos(u — v) = cos(u — v) (badir vigrarnir eru einingarvigrar og hornié & milli

peirra er mismunur hornanna u og v). Par med faest ad

cos(u — v) = cos(u) cos(v) + sin(u) sin(v) -

SOnnun & annarri summuformudlunni.

Formulan er s6nnud meao pvi ad setja (—v) i stad v i fyrstu summuformuluna og notfaera

sér reglurnar cos (—v) = cos(v) og sin(-v) =—sin(v).

cos(u + v) = cos(u — (—v)) = cos(u) cos(—Vv) + sin(u) sin(—v) = cos(u) cos(v) —sin(u)sin(v) m

Pridja summuformulan faest & hlidsteedan hatt og su fyrsta med pvi ad nota regluna
ap-b= ‘ aH b‘sin(v) en hana mé sanna & hlidsteedan hatt og regluna a-b = ‘ 6_1H b ‘cos(v).

Fjérda summuformulan faest med pvi ad setja (—v) i stad v i pridju summuformuluna.

Summuformulurnar fyrir tangensinn fast med deilingu.
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Dami um notkun & summuformdlunum.

Deemi 6.1 Reiknadu nakveemt gildi & sin(15°) .
Lausn: Notum ad 15° = 60° — 45° og setjum u = 60° og v = 45° inn i summuformulu 3.

pa feest:
sin(15°) = sin(60°) - cos(45°) — cos(60°) - sin( 45°)

W3 V2 142
T2 2 2 2
J6 -2
-

Daemi 6.2 Gefid er ad tan(u) = 3 og tan(v) = — 1. Reiknadu nakveemt gildi & tan(u + v).
Lausn: Samkvaeemt summuformulu 6 faest:

tan(u) + tan(v) = 3+(-1) 2

tan(u+v) = 1
~1-tan(u)tan(v) 1-3-(-1) 4 2

Daemi 6.3 Notadu summuformulu til ad sanna eftirfarandi reglur
a) cos(90°- x) = sin(x) b) sin(90°- x) = cos(X)
Lausn: a) Latum u = 90° og v = x i fyrstu summuformuluna. P4 faest:

c0s(90°- x) = cos(90°)cos(x) + sin(90°)sin(x) = 0-cos(x) + 1-sin(x) = sin(x)

b) Latum u = 90° og v = x i pridju summuformualuna. pPa faest:

sin(90°- x) = sin(90°)cos(x) — cos(90°)sin(x) = 1- cos(x) — 0 - sin(x) = cos(x)
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Daemi 6.4 Gefid er ad sin(u) = g , cos(v) = —% , ueril.fjoroungi og v eri 3. fjérdungi.
Reiknadu nakveem gildi & cos(u — v), sin(u + v) og tan(u — v).

Lausn. Finnum fyrst cos(u) og sin(v).

Notum regluna cos?(v) +sin®(v) = 1 og faum:

2
cos’ (W) +[ 2| =1 = cos’(U) =1-—r =0 = cos(u) =+
5 25 25 5

NuU er u i 1. fijordungi svo cos(u) er jakveed tala pannig ad cos(u) = g

09
2

_2 +sin?(v)=1 = sinz(v):l—izz_1 - sin(v):—@

5 25 25 5

(v eri3. fjordungi svo ad sin(v) er neikveed tala.)

Summuformulurnar gefa pa aoé:

cos(u—v)zg-(——

sin(u+v)=§-(——

Finnum naest tan(u) og tan(v):

3 J21 -
sin(uy 5 3 5 W21
tan(u) = ===— 0 tan(v) = —2— = ==
) cosuy 4 4 g V) 2 2
5 5
Og med summuformulunni tan(u — v) faest:
3 21 3 Y2
tan(u-v) = 4 2 _ 4 2 =6_4"/ﬁ
3 V21 3-421 8+3-421
1+Z- > 1+ 3

Athugid ad i sidasta skrefi var brotabrotid lengt med 8.

Sé brotid lengt med samoka tdélunni 8 —3- V21 og sidan stytt med 25 feest svario
~12+2-421
5
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Tvofoldunarformualur fyrir hornafoll

| cos(2v) = cos?(v) — sin(v)
Il sin(2v) = 2sin(v)cos(v)

Il tan(2y) = 28NMV)
1-tan’(v)
IV cos(2v) = 2cos?(v) — 1
V cos(2v) = 1— 2sin?(v)

Fyrstu prjar tvofoldunarformulurnar fast med pvi ad setja u = v i summuformulur 2, 4 og 6.

Summuformula 2: cos(u + v) = cos(u)cos(v) — sin(u)sin(v)
Latum u =v og pa feest: cos(v + v) = cos(v)cos(v) — sin(v)sin(v)
sem gefur: cos(2v) = cos?(v) — sin%(v)
Summuformula 4: sin(u + v) = sin(u)cos(v) + cos(u)sin(v)
Latum u =v og pa feest: sin(v + v) = sin(v)cos(v) + cos(v)sin(v)
sem gefur: sin(2v) = 2sin(v)cos(v)

Formulan fyrir tan(2v) faest med pvi ad lata u = v i 6. summuformuluna.

Formula IV fyrir cos(2v) feest med pvi ad nota ad sin’(v) = 1— cos?(v) (en pad feest med
bvi ad einangra sinuslidinn i formalunni cos?(v) + sin’(v) =1) og setja inn |
tvoféldunarformilu 1:

cos(2v) = cos?(v) — sin?(v) = cos?(v) — (1- cos?(v)) = 2cos?(v) —1

Formula V feest med pvi ad nota ad cos?(v) = 1— sin?(v) og setja pad inn
tvoféldunarformulu I:

cos(2v) = cos?(v) — sin?(v) = 1 — sin?(v) — sin®(v) = 1 — 2sin?(v)
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Daemi 6.5 Gefid er ad cos(v) = % og Vv er i 4. fjoroungi. Reiknadu nakveem gildi &

cos(2v), sin(2v) og tan(2v).

Lausn: Heaegt er ad reikna cos(2v) med fjordu tvoféldunarformulunni:

1= _1=_===

5 50 ,_ 119
169 169

cos(2v) = 2- (E

Til ad geta notad formuluna fyrir sin(2v) parf ad pekkja baedi sin(v) og cos(v).

Finnum naest sin(v) med pvi ad nota formdluna cos?(v) + sin(v) =1. P4 faest

2
5 . . 144 . 12
— | +sin“(v)=1=sin“(v)=—=sin(v) =—-——
(13} V) V) 169 (v) 13

par sem v er i 4. fjéroungi er sin(v) minustala.
Reiknum naest sin(2v):
12 5 120

Einfaldara er ad reikna tan(2v) med pvi ad deila cos(2v) upp i sin(2v) heldur en ad nota
tvofoldunarformualuna fyrir tangens. pa feest:

_120
_ 169 _120
tan(2v) = ——= =—
an(2v) 119 ~ 119
169
_12
Hinn moguleikinn er ad reikna tan(v) = %3 = —% og nota tvofoldunarformualuna fyrir
13

tan(v).

Daemi 6.6 | prihyrningnum ABC er gefid ad a = 5, b = 7 og hornid B er tvofalt steerra en
hornid A. Reiknadu hornin og hlidina c.

Lausn: La&tum ZA = x og ZB = 2x, notum sinusregluna og regluna um sinus af tvéfoldu
horni:

sin(x) _ sin(2x) - sin(x) _ 2sin(x)cos(x)
5 7 5 7
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Eyoum naest brotum og pé feest:
7sin(x) = 10sin(x) cos(x)
Deilum na med sin(x) i badar hlidar (sin(x) = 0 er ekki méguleg lausn) og pa faest ad
7 =10cos(x) = cos(x) = % = X ~ 45,6°
Svo ZA ~45,6°, /B ~911° og /C =180°- LA - /B ~ 43,3°
Hlidina c er sidan heegt ad finna med cosinusreglunni (eda sinusreglunni):
c®*~5°+7°-2.5.7-c0s(43,3°) ~ 23,04 = c ~ 4,8
pad eru litil takmark fyrir hvad haegt er ad bda til margar formulur i hornafraedinni. Haegt er
ad snua tvoféldunarformulunum vid og pa fast formualur sem kallast helmingunarformulur
fyrir hornaféll. Heegt er ad leggja summuformulurnar saman og bua til formulur sem kallast

lidunar- og pattunarformulur og sidan er haegt ad buda til formulur fyrir prefold horn, fjorféld
0g pannig endalaust afram.

Helmingunarformulur fyrir hornafdll

Haegt er ad snua tvofdoldunarformalunum IV og V vid og fa fram svokalladar
helmingunarformdlur.

Athugum tvoféldunarformalu 1V:

cos(2v) = 2cos?(v) -1

U

cos(2v) +1=2cos?*(v)
U

%ZV)_F]' = COoS? (V)
U

+ 1/%\/)“ = cos(v)

| stad 2v og v ma setja formuluna fram med v og Ev . Hun litur pa svona ut:

cos(lvj:i [1+cos(v)
2 2
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A hlidsteedan hétt er haegt ad einangra sin(v) i formulu V og pé faest

sin(v) = iw/—l_ COS(2V) o5, sir(lvj = i‘/—l—cos(v)
2 2 2

Loks faest formula fyrir tangens med pvi ad deila helmingunarformulunni fyrir cos(v) upp i
samsvarandi formulu fyrir sin(v) og pa feest

tan(v) = +\/@ eda tan(le = +\/@
~\ 1+ cos(2v) 2 “\1+cos(v)

Daemi 6.7 Notadu helmingunarformulu til ad reikna ndkveemt gildi & sin(15°).

NG

Lausn: sin(15°) = 1-cos(30°) _ 1_7 :\/2—@ _ \/2—\/5

2 2 4 2
(Ath. vitad er ad sin(15°) er jakveed tala svo adeins jakveeda talan kemur til greina.

Pegar sin(15°) var reiknad med summuformulu fékkst nidurstadan

J6 -2 J6-2 _\2-43
4 4

sin(15°) =
(15°) >

og pvi hefur verid synt ad

Vid hverfum na at ar pessum formalufrumskogi med pvi ad bua til preféldunarformalur fyrir
sinus og cosinus.

cos(3v) = 4cos®(v) — 3cos(v)
sin(3v) = 3sin(v) — 4sin®(v)

Sonnun & preféldunarformulunni fyrir cosinus
cos(3v) = cos(2v + v) = cos(2v)cos(v) — sin(2v)sin(v)  (summuformula 2)
= (2c0s?(v) — 1)cos(v) — 2sin(v)cos(v)sin(v) (tvoféldunarformulur 4 og 2)
= 2c0s>(v) — cos(v) — 2sin?(v)cos(v) (margfaldad upp Ur sviga)
= 2c0s>(v) — cos(v) — 2(1 — cos?(v))cos(v) (notad ad sin’(v) = 1 — cos?(v))

2c0s3(v) — cos(v) — 2cos(v) + 2 cos*(v) (reiknad upp Ur sviga)

4cos’(v) — 3cos(V) m

Reglan fyrir sinus af preféldu horni er sénnud a hlidstaedan hatt.
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Daemi 6.8 Reiknadu nakveemt gildi & sin(3v) ef gefid er ad cos(v) = % og v er i fjéroa
fijoroungi.
Lausn: Notum fyrst formtluna cos?(v) + sin®(v) = 1 til ad finna sin(v):

2
I sin?(v) =1= sin?(v) = 44, sin() = 12
13 169 13
pvi sinusinn er minustala par sem v er i fjorda fjéroungi. Notum svo preféldunarformulu
til ad reikna sin(3v):

3
sin(3v)=3—E 4. [ 12) 36 6912 828
13 13 13 2197 2197

Radianar

Hingad til hafa horn og hringbogar verid meeld i gradum. 1 grada (1°) er =& af hringnum og

allur hringurinn pvi 360°. Horn med midju i oddpunkti hrings (midhorn) er svo meelt jafn
margar gradur og boginn & milli arma pess. Til er énnur meelieining fyrir horn og hringboga
sem kallast radianar (skammstafad rad) en pa er radius hringsins notadur sem meelieining.
Radianar eru einnig kalladir bogaeiningar.

Skilgreining: Midhorn (midhorn er horn med oddpunkt i midju hrings) er 1 rad ef armar
pess skera boga af hringnum sem er jafn radius hringsins.

1 radian

Daemi 6.9 Hornid v & myndinni er 2 rad

2 radianar

Almennt gildir ad ef midhornid v sker boga af hringum
sem er b ad lengd péa er

V:Erad
r
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pPar sem ummal hrings er gefid med formulunni U = 21rr feest ad einn hringur er
nakveemlega 21 radianar (= 6,28 radianar) og halfur hringur pvi nakveemlega

1 radianar (~ 3,14 radianar). Pessa nidurstddu ma svo nota til ad finna almennt
samband a milli radiana og grada.

180° = 11 rad deilum meod 180 i baodar hlidar

bé feest 1° = Eﬂorad (~0,0175rad)  margfsldum badar hlidar med x

X-TT
og pafaest x°=-——rad X° =x-1°
gb 180 ( )

Gradum er sem sagt breytt i radiana med pvi ad margfalda gradutéluna med 1T og deila
med 180.

Daemi 6.10 Breyttu eftirfarandi gradum i radiana.
a) 23° b) 253,6° c) 90° d) —60°
Lausn: a) 23-m 0,40 b) 2536-m 4,43 C) 0-m _m (= 1,57)
0 180 180 2
—-60- 1T 'IT
d =—-— (»-105
) 80 5 (x-105)

Ath. [ lidum c) og d) var gefid nakveemt svar. Ef heegt er ad stytta gradutdluna & moti 180°
er venja ad stytta brotid og gefa nakvaemt svar par sem talan 1 er ekki nAmundud en
reikna annars Gt Ur brotinu eins og gert var i a) og b)-lid.

Venja er ad sleppa ad rita rad pegar horn er meaelt i radionum. Par sem ekki ma sleppa
gradumerki pegar horn er meaelt i gradum a pad ekki ad fara a milli mala hvort horn er meelt
i radibnum eda graoum.

Ef breyta a radionum i gradum faest & hlidsteedan hatt:

180° = 17 rad deilum med 1 i badar hlidar
pa feest 122 1 rad (~57,3°) margféldum badar hlidar med x
og pé faest X-180° _ 4 rad (x rad = x -1 rad)

Radian er sem sagt breytt i gradur med pvi ad margfalda med 180° og deila med 1.
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Daemi 6.11 Breyttu pessum radionum i gradur.

21 31
a) 2 b) 0,75 c) — d) —
) ) ) 3 ) >
Lausn: a) 2-180 ~114,6° b) 0,75-180° 42,97° c) 2-180° _ 1500
T T
d) 3-180° _ 5700

i lidum c) og d) var haegt ad stytta sér leid med pvi ad skipta & T og 180°.

Pad er mikilvaegt ad 6dlast tilfinningu fyrir maelieiningunni radian. Med gréfri nAmundun ma

nota ad halfur hringur er ramlega 3 (rad) og 1 (rad) er teeplega 60°.

Fyrsta umferd p.e. bilid [0°, 360°[ verdur [0, 2| i radidnum og heilar umferair p.e.
h-360° verdur h-21 iradionum. Reglurnar

R1: cos(v) = cos(v+ h-360°) og sin(v) =sin(v+ h-360°) , heZ

R2:  sin(180° — v) = sin(v)
cos(180° — v ) = — cos(v)

R3: sin(360° —v) = —sin(v)
c0s(360° — v) = cos(v)

R4: sin(v + 180°) = — sin(v)
cos(v + 180°) = — cos(v)
verda R1: cos(v) =cos(v+ h-21m) ogsin(v) =sin(v+ h-21m), heZ

R2:  sin(1 — V) =sin(v)
cos(1 —v) = —cos(v)

R3:  sin(2m —v) =-sin(v)
cos(21 — V) = cos(V)

R4: sin(v+ 1) =—sin(v)
cos(v + 11) = — cos(V)

ef hornin eru meeld i radionum.
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Deemi 6.12 Leystu jofnuna sin(x) =0,8 , x e [O, 21'r[ .

Lausn I
Leysum jofnuna fyrst i gradum og breytum svo i radiana.

Faum eina lausn x = sin~*(0,8) ~ 53,13° og hin lausnin er freendhornid sem er um pad
bil 180°—-53,13° =126,87°.

Breytum neest i radiana og pa fast lausnirnar 0,93 og 2,21. Ef finna & nakveem svor p.e.
gefa hornin upp med télunni 11 parf ad fara pessa leid.

Lausn |l
Stillum vasareikninn a rad (Shift Menu og velja rad) og faum eina lausn (sem er pa i

radionum) x = sin~*(0,8) = 0,93 og hin lausnin verdur freendhornid sem er
m—0,93 ~ 2,21

Grof sin(x), cos(x) og tan(x)

Merkjum punkta inn i hnitakerfi samkvaemt

gildistoflunni og tengjum pa saman. (;(o S'rg)(x)
90° 1
180° 0
270° | -1
360° 0

pa faest eftirfarandi mynd sem synir sinusgrafid i fyrstu umferd.

par sem sinusfallid endurtekur sig i hverri umferd (samkvaemt reglunni
sin(x) = sin(x + h-360°)) endurtekur pessi butur af grafi sig endalaust i badar attir eins og
sést & myndinni hér fyrir nedan.
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A sama hatt faest graf kosinusfallsins. Merkjum punkta inn
samkveemt gildistoflu og tengjum pa saman. ba faest
eftifarandi mynd sem synir késinusgrafio i fyrstu umfera:

cos(x)

00

90°

180°

270°

360°

|
I—‘Ol_\OI—‘

Pessi butur grafsins endurtekur sig endalaust i badar attir eins og sinusfallid gerir pvi

cos(x) = cos(x +h-360°). Svona litur graf késinufallsins ut.

N

y

180°

\y =cosx) |

360°

Séu grof fallanna sin(x) og cos(x) borin saman sést ad pau eru i adalatrioum alveg eins.
Sé 60ru grafinu hlidrad um 90° fellur pad saman vid hitt grafid. betta er i samraemi vid

regluna cos(x) = sin(x +90°).

Heegt er teikna pessi grof i grafiska vasareikninum i valmyndinni GRAPH. Stilltu
vasareikninn & gradur (deg) og veldu stillinguna TRIG i SHIFT F3.

Eins og sja méa vorum vid med gradur a x-asnum. | stad pess ad nota gradur er edlilegra
ad nota venjulegar einingar, pad er ad segja radiana. Stilltu vasareikninn & rad (SHIFT
SETUP og Rad) og veldu svo stillinguna INIT i SHIFT F3. ba litur késinusgrafio svona ut.

Foll eins og sinus og kosinus sem endurtaka sig endalaust kallast lotubundin. Lota
lotubundins falls f(x) er minnsta jakveeda tala p pannig ad f(x + p) = f(x) fyrir 6ll x i
skilgreiningarmengi fallsins f(x). Lota sinus og kosinusfallsins er 21 (360°).

Grof sinus og kosinusfallsins lita Ut eins og bylgjur og eru f6llin stundum nefnd bylgjufoll.
Haegt er nota pau til ad lysa bylgjum i nattarunni og gegna pau pvi mikilvaegu hlutverki.
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Séu follin margféldud med studli pa hefur pad ahrif & haed bylgjunnar (sveifluvidd) eda
utslag. Til deemis hefur fallid y = 4sin(x) utslagio 4.

Almennt gildir ad ef a er jakveed tala pa hafa f(x) = asin(x) og g(x) = acos(x) utslagio a.

Sé x-id0 hins vegar margfaldad med studli hefur pad ahrif a tioni bylgjunnar, p.e. hversu oft
bylgjan endurtekur sig & bili sem er 21 (360°). Til deemis hefur fallid y = sin(2x) tidnina 2

2n
og lotuna > " .

Almennt gildir ad tioni f(x) = sin(bx) og g(x) = cos(bx) er b og lotan er %

Sé studli beett vio follin pa hefur pad ahrif & midlinu bylgjunnar, p.e. larétta linu sem er mitt
a milli haestu toppa og lsegstu botna. Til deemis er midlina fallsins y = sin(x) + 3 larétta
linany = 3.

Almennt gildir ad midlina fallanna y = sin(x) + c og y = cos(x) + ¢ er larétta linan y = c.

Ad lokum skulum vid lita a graf tan(x). bad er gjorolikt grofum sin(x) og cos(x).

sin(x)

i fyrsta lagi pa er tan(x) = ekki skilgreint fyrir pau x-gildi par sem cos(x) = 0

(bannad ad deila med 0) en i hverri umferd eru tvo x-gildi par sem cos(x) = 0 og par slitnar
graf tangensfallsins i sundur.

| 63ru lagi getur tan(x) ordid hvada tala (jakveed eda neikvaed) sem vera skal & medan
sin(x) og cos(x) geta aldrei ordid haerri en 1 eda leegri en — 1.

Og i pridja lagi er lota tangensfallsins 1 pvi ad tan(x + 1) = tan(x) gildir fyrir 6l x i
skilgreiningarmenginu tan(x). Svona litur grafio ut:

N

y

_________________________________
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Kafli 7 — Almenn lausn hornafallajafna
Jafnan sin(x) =c¢

par sem haesta mogulega gildi a sin(x) er 1 og leegsta mogulega gildi er — 1 hefur jafnan
sin(x) = ¢ ekki lausn nema ef ¢ [-1,1].

Samkvaemt reglunni um ad freendhorn hafa sama sinus, p.e. sin(x) = sin(180° — x) fast
tveer lausnir a jofnunni i fyrstu umferd (undantekning er po ef c = +£1 en pa er adeins ein
lausn). Lausnin sem vasareiknirinn gefur verdur kollud grunnlausn jéfnunnar. Freendhorn
grunnlausnarinnar er einnig lausn. En par sem sinusfallid endurtekur sig i hverri umferd
samanber reglan sin(x) =sin(x+h-360°) fast nyjar og nyjar lausnir med pvi ad baeta
heilum umferdum vid grunnlausnina og freendhorn hennar. Jafnan hefur sem sagt
oendanlega margar lausnir (tveer i hverri umferd) sem fast med pvi ad beeta heilum
umferdum vid grunnlausnina og freendhornid. Ad finna allar lausnir jéfnunnar kallast ad
finna almenna lausn. Sé ekki annad tekid fram er edlilegast ad gefa svarid i gradum. Ef
finna & almenna lausn i radionum er tekid fram ad breytan (venjulega x) sé stak i R, p.e.
ad xeR.

Daemi 7.1 Finndu almenna lausn jéfnunnar sin(x) = 0,7.

Lausn: Finnum grunnlausnina i vasareikninum. Han er sin™*(0,7) =~ 44,43° og
freendhornio er 180°—44,43° =13557°. ba er almenna lausnin
y {44,43°+h-360°

, hez
13557°+h-360°

Daemi 7.2 Finndu almenna lausn jofnunnar sin(3x +20°) = 0,2 og lausnir i 1. umferd.

Lausn: Grunnlausnin er sin*(0,2) ~1154° og freendhornid er 168,46°
1154°+h-360°
P4 er 3x+20°~ 1547+ . Sidan parf ad einangra x-id
168,46° +h-360°
N {—8,46°+h-360"

(20° dregnar fra badum hlidum)
148,46° +h-360°

-282°+h-120° . . ,
X ~ { " , hez (deilt med 3 i badar hlidar)

49,49°+h-120°

Lausnir i 1. umferd eru 117,18° , 237,18°, 357,18°, 49,49°, 169,49° og 289,49°. brjar
fyrstu lausnirnar fast med pvi ad veljah =1, h =2 og h = 3 og setja inn i steeduna
—2,82°+h-120° og seinni prjar lausnirnar fast med pvi ad vellah =0, h=10gh =2 og
setja inn i steeduna 49,49°+h-120°.

Taktu eftir ad i stad lausnarinnar —2,82°+h-120° ma gefa upp 11718°+h-120°.
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Daemi 7.3 Leystu jofnuna sin(x)=—-091, x eR.

Lausn: Hér 4 ad finna almenna lausn i radionum. Stillum vasareikninn a rad til ad fa
lausn i radionum: Grunnlausnin i radiénum er sin*(-0,91) ~ -114 og freendhornid er
m—(-114) =~ 4,28. P& er almenna lausnin

—-114+h- 21
Xz{ 114+ , hez

428 +h-2m

Haegt er ad skoda lausnir jafna a grafi. Skodum lausnir j6fnunnar sin(x) = 0,5 a grafi.

A myndinni hér fyrir nedan sést graf hornafallsins f(x) = sin(x) og linunnary = 0,5.
Lausnir jofnunnar sin(x) = 0,5 eru x-hnit skurdpunkta grafanna & myndinni hér fyrir nedan.
Lausnirnar eru 6endanlega margar og eru tveer 6likar lausnir i hverri umferd.

Grunnlausn jofnunnar er sin(0,5) = 30° (eda % ef reiknad er i radionum) en par sem

freendhorn hafa sama sinus faest 6nnur lausn sem er 180° — 30° = 150° (eda —g = %T
ef reiknad er i radiébnum.)
Med pvi ad beeta heilum umferdum vid (eda draga fr4) pessar tveer lausnir fast lausnir i

o0orum umferdum.

Jafnan cos(x) =c¢

pad gildir sama um cosinusinn eins og um sinusinn ad heesta moégulega gildi & cos(x) er 1
og leegsta mogulega gildi er — 1 svo jafnan hefur enga lausn nema pegar c € [—1,1].

par sem cos(v) = cos(—V) pa er — x lausn ef x er lausn og pad er haegt ad nota til ad finna
almenna lausn jofnunnar.
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Daemi 7.4 Leystu jofnuna cos(x) = 0,62.

Lausn: Grunnlausnin er cos™(0,62) ~5168°. P4 er almenna lausnin
X~+5168°+h-360° , heZ.

Deemi 7.5 Leystu jofnuna cos(2x —50°) =0,35.

g , 69,51°+h-360° .
Lausn: cos " (0,35) ~69,51°. bPa er 2x—50° ~ . Sidan parf ad
-6951°+h-360°
69,51°+50°+h-360°

—-69,51°+50°+h-360

59,76°+h-180°
—-9,76°+h-180°

einangra x-id: 2x ~ { , he

og paer Xz{

Jafnan tan(x) =c¢

Pessi jafna er frabrugdin hinum tveimur vegna pess ad hun hefur lausn fyrir 6ll gildi &
télunni c. Vegna reglunnar tan(x) = tan(x+h-180°) feest almenna lausn jéfnunnar mead pvi
ad beeta halfum umferdum vid grunnlausnina.

Daemi 7.6 Finndu allar lausnir j6fnunnar tan(2x) = 1 sem eru i fyrstu umferd og hafdu
svarid i radionum.

Lausn: Fyrst finnum vid almennu lausnina:

Grunnlausnin er x = tan™'(1) = 45° sem er % (eda 0,79) iradiénum.
NG fast 2x=—+h-m = x=—+h- 0  hez
4 8 2
Lausnir i fyrstu umferd fastefh =0, h=1,h =2 og h = 3 og peer eru

5 9w  13mm

m oom 9m
g8’ 8’'" 8' 8
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Jafnan Asin’(x)+Bsin(x)cos(x) + Ccos?(x) =D.

pessari j6fnu (p.e. jofnu sem inniheldur lidi af pessari gerd) ma breyta i annars stigs
tangensjofnu.

Deemi 7.7 Leystu jofnuna sin®(x)+ 2sin(x)cos(x) —cos?*(x) =0.

Lausn: Hér er D = 0 og lykillinn ad lausninni er ad deila med cos?(x) i sérhvern lid
jéfnunnar en hun breytist pa i annars stigs tangensjofnu:

sin’(x) _ 2sin(x)cos(x) cos*(x) _ 0
cos?(X) cos?(X) cos?(x) cos?(x)
sem veraur tan®(x)+2tan(x)-1=0

2sin(x)cos(x) _o. sin(x) cos(x)

Ath.
cos?(x) cos(x) cos(x)

= 2tan(x)

Annars stigs jafnan hefur lausnirnar 0,414 og -2,414 svo
tan(x) =-2,414 eda tan(x) =0,414. Vid leysum svo tangensjofnurnar og pa feest:

—-675°+h-180°
~ , hez

~] 225°+h-180

Deemi 7.8 Leystu jofnuna 2sin?(x) —2sin(x)cos(x) +4cos?(x)=3.

Lausn: Hér er D = 3 (#0). P4 gengur ekki ad byrja & ad deila med cos*(x) i hvern li®
heldur parf ad byrja & ad beita brégdum. bau eru i pvi félgin ad losa sig vid fasta lidinn

(D — lidinn) med pvi ad notfaera sér regluna cos?®(x)+sin’(x) =1. Séu badar hlidar i
bessari jofnu margfaldadar med 3 (p.e. D) faest: 3cos?(x)+3sin’(x) =3. Vid setjum sidan
steerdina 3cos?(x) +3sin?(x) i stadinn fyrir 3 i haegri hlid jé6fnunnar i deeminu:

2sin’(x) —2sin(x)cos(x) + 4cos®(x) = 3cos®(X) + 3sin’ (x)
Faerum naest alla lidi i vinstri hlid og einféldum og pé faest
—sin’(x) — 2sin(x)cos(x) + cos?(x) = 0
og nu er haegt ad deila med cos?®(x) i alla lidi og fa fram annars stigs tangens jéfnu.

Framhaldid verdu eins og i sidasta synideemi pvi ad lausnir tangensjofnunnar eru paer
sdmu og i sidasta synideemi.
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Sértilvik. bad getur gerst ad sin*(x) -lidurinn hverfi Gr jofnunni pegar D-studlinum er eytt. |
pvi tilviki feest fyrsta stigs tangensjafna pegar deilt er med cos?(x) i alla lidi en jafnframt er
cos(x) = 0 lausn & jofnunni. Almenn lausn jéfnunnar cos(x) = 0 er x=+90°+h-360°, he Z

og parf ad beeta peim lausnum vid lausnir tangensjofnunnar til ad f4 almenna lausn
upphaflegu jéfnunnar.

Daemi 7.9 Finndu almenna lausn jofnunnar sin(x) —5sin(x)cos(x) + 2cos?(x) =1.

Lausn: Byrjum & ad losa okkur vid D-studulinn sem hér er talan 1. Setjum staerdina
cos?(x)+sin(x) i stad 1 i haegri hli®, faeerum sidan alla lidi i vinstri hlid og einféldum og pa
feest

—5sin(x)cos(x)+cos?(x) =0 NU sést ad ad cos(x) = 0 er lausn.

Naest deilum vid med cos?(x) i badar hlidar og faum —5tan(x)+1=0 sem er fyrsta stigs
tangensjafna med almenna lausn x =11,3°+h-1800g munum svo eftir ad baeta vid
lausnum jéfnunnar cos(x) = 0. Endanlegt svar er pa

11,3°+h-180°
X = heZ
+90°+h-360°

Deaemi 7.10 Finndu almenna lausn jofnunnar 2cos(2x) + 3sin(2x) =2, xeR

Lausn: Vid fyrstu syn virdist pessi jafna ekkert hafa med joéfnuna
Asin’(x)+Bsin(x)cos(x) + Ccos?(x) =D ad gera en ekki er allt sem synist. Vié notum
tvofoldunarformilurnar fyrir cos(2x) og sin(2x) og setjum jafnframt 2cos?(x) +2sin’(x) i
stadinn fyrir 2 i haegri hlidinni og pa faest

2c0s?(x) — 2sin’(x) + 3- 2sin(x)cos(x) = 2cos?(x) + 2sin*(x)

Feerum sidan alla lidi i vinstri hlid, deilum med cos®(x) og faum annars stigs tangensjéfnu.
Lausnir annars stigs jofnunnar gefa tveer tangensjofnur: tan(x) =0 eda tan(x) = 1,5.

par sem svara a i radionum er best ad stilla vasareikninn & rad til ad fa lausnir
tangensjafnanna i raidénum.

h-1r

, hez
098+h-1r

Lausn upphaflegu jofnunnar er: x :{

Ad sidustu litum vid & nokkrar algengar jofnur par sem tvd hornafdll eru jofn
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Jafnan cos(u) = cos(v)

Til ad leysa pessa jofnu notum vid reglurnar cos(x) = cos(x + h-360°) og

cos(X) =cos(—x+h-360°) . Samkveemt peim eru lausnir j6fnunnar cos(u) = cos(v)
u=+tv+h-360° , heZ.

Deaemi 7.11 Finndu almenna lausn jofnunnar cos(3x) = cos(2x + 50°).
Lausn: Faum: 3x = 2x+50°+h-360° eda 3x = —(2x +50°)+h-360°
Eindngrum x-id i hvorri jéfnu fyrir sig og faum:

X =50°+h-360° eda x=-10°+h-72°

Jafnan sin(u) = sin(v)

Hér notum vid reglurnar sin(x) =sin(x +h-360°) ogsin(x) =sin{L80° — x + h-360°).
Samkvaemt peim eru lausnir j6fnunnar sin(u) = sin(v)
u=v+h-360° eda u=180°-v+h-360 , heZ.

Deemi 7.12 Finndu almenna lausn jofnunnar sin(2x) = sir{x—%j , XeR.

Lausn: H6fum ad 2x:(x—gj+ h-2m eda 2x:n—(x—gj+ h-2m

Eindngrum x-id i hvorri j6fnu fyrir sig og faum:

X=—%+h-2'ﬁ eda x:5—Tr+h-2—Tr ,hez

3




- 86 -

Jafnan cos(u) = sin(v)

Med pvi ad nota adra hvora regluna sin(x) = cos(90° — x) eda cos(x) = sin(90° — Xx) er
haegt ad breyta jofnunni i j6fnu af gerdinni cos(u) = cos(v) eda sin(u) = sin(v).

Daemi 7.13 Finndu almenna lausn jofnunnar cos(2x) = sin(3x).
Lausn: Notum ad sin(3x) = cos(90° — 3x) og faum joéfnuna: cos(2x) = cos(90° — 3x).

P4 er 2x =90°-3x+h-360° eda 2x =—(90°—-3x)+h-360° . Eindngrum x-id i hvorri
jofnu fyrir sig og pé feest:

X=18°+h-72° eda x=90°+h-360°

Vid nanari athugun kemur i ljos ad lausnirnar x =90°+h-360° eru innifaldar i
lausnunum x=18°+h-72° (pegar h = 1 faest x = 90°) og pvi neegir ad gefa
lausnina x =18°+h-72° , he Z upp sem lokasvar.

Jafnan tan(u) = tan(v)

par sem tan(x) = tan(x + h-180°) eru allar lausnir jofnunnar tan(u) = tan(v) gefnar med
u=v + h-180°, heZ.

Daemi 7.14 Finndu almenna lausn jofnunnar tan(4x + 30°) = tan(x + 45°).
Lausn: Ho6fum ad 4x+30°=x+45°+h-180°. Einbngrum x-id og pa feest:

X=5°+h.-60°, heZ




